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ПРЕДИСЛОВТЕ. 


МноНе вопросы интересуютъь и волнуютъь нашу учащуюся 
молодежь, воспринимающую съ повышенной впечатлительностью, 
свойственной юности, тЪ или иные явлен!я и факты. 

Близко соприкасаясь по роду своей дЪятельности съ уча- 
щимися, авторъ не могъ не обратить вниманйя на то, что 
каждсму невольно бросается въ глаза, а именно на тотъ 
интересь ко многимъ вопросемъ математики, который про- | 
является среди молодежи. 

Возникаютъ горяч1е споры, соревнованйе, является искрен- 
нее стремлен!е узнать, по возможности, больше и проникнуть 
въ семую сущность того или иного вопроса. 

Но часто, по недостатку предварительной подготовки, многое 
для молодежи бываетъ недоступно и горяч1я попытки порою 
разбиваются о серьезность изложенйя соотвЪътствующихъ на- 
учныхъ работъ. Книгъ же, трактующихъ о многихъ интерес- 
ныхь вопросахъ математики въ простой и понятной формЪ, 
не имЪется не только у насъ въ Росби, но и за границей. 

Сознавая этоть пробфлъ въ математической литературЪ, 
пробЪлъ, отмЬченный многими, авторъ и задался цЪфлью, по 
МЪРЪ силь и возможности, заполнить его выпускомъ сери 
книгь подъ общимъ заглавемъ «Физико-Математической Хре- 
стомат!и», предназначая ее для широкаго круга лицъ, инте- 
ресующихся математикой. | 

Эта сер1я представляеть ссбой популяризащю наиболЪе 
интересныхъь и важныхъ отдфловъ изъ ‘области физико-мате- 

+» матическихъ знан!й, разработку н$Ъкоторыхъ вопросовъ эле- 
1* 
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ментарной математики въ связи съ ихъ историческимь раз- 
витемъ, а также и ознакомлен!е читателей съ цЪлымъ рядомъ 
чЪмъ-либо выдающихся задачъ и парадоксовъ. 

Второй томъ посвященъ разработкЪ различныхъ вопросовъ, 
относящихся къ области алгебры, при чемъ все, относящееся 
къ такъ называемой. высшей алгебрЪ, охарактеризовано только 
отдфльными штрихами. 

Читатель, заинтересовавц!йся какими-либо вопросами, разра- 
ботанными или затронутыми во второмъ том хрестоматии, 
можеть обратиться для боле подробнаго ознакомлен!я къ се- 
рьезнымь работамъ. Такимъ лицамь авторъ горячо рекомен- 
дуеть предварительно ознакомиться съ книгой проф. евскаго 
университета Д.А. Граве — «Энциклопедя математики», въ ко- 
торой читатель найдеть боле подробныя свЪдЪн1я по вопро- 
самъ, трактуемымъ въ хрестомат!и, а также и многимъ дру- 
гимъ, не менЪфе интереснымъ. 

Въ концЪ второго тома приложенъ библографичесвй ука- 
затель, содержащ!й въ себЪ только книги, служивийя мате- 
раломъ при составлеми алгебраической хрестомат!и. Само 
собой разумЪется, что этоть указатель не является исчерпы- 
вающимъ. 

Авторъ считаеть своимъ долгомъ выразить благодарность 
Н. В. Грахольскому за помощь, оказанную имъ при составлении 
нфкоторыхъ статей этой книги. 


Изъ истори развит1я алгебры. 


Въ туманной дали сЪфдой древности слабо намъчались этапы 
человЪ ческой мысли. 

Занятый борьбой за существован!е, борьбой съокружающей при- 
родой и себф подобными, человфкъ невольно развивалъ въ себъ 
могущество духа и, преодолЪвая всЪ препятствя, стоящия на его 
пути, постепенно достигалъ вершинъ человЪческихъ знанйй. 

Индивидуальныя способности и склонности каждаго отдЪль- 
наго народа развивались въ зависимости оть окружающей при- 
роды и географическаго мВстоположен!я; такъ, напр., МЫ видимъ 
развит!е промышленности и искусствъ у прибрежныхъ жителей, 

философское м!ровоззрён!е и рели[озный экстазъ тамъ, гДЪ 
природа своей величественной красотой заставляла обращать 
взоры людей въ высь и искать разръшен!я таинственныхъ за- 
гадокъ бытя и т. п. И если и теперь еще мы, затаивъ дыхане, 
съ глубокимъ интересомъ слЪдимъ за каждымъ новымъ завоева- 
н|емъ человЪфчества въ области познанйй, то несравненно инте- 
реснфе заглянуть въ глубь вЪковъ и прослдить, насколько 
возможно, т пути, по которымъ шелъ умъ человЪчесв!й къ свФту 
истины и зная. 

Колыбелью математическихъ наукъ и цивилизац!и вообще, не 
безъ основан!й, считается Востокъ, но ни одинъ еще ученый 
не могь прослЪдить первыхъ шаговъ прогресса въ области мате- 
матики. Н»Ъкоторые считаютъь исходнымь пунктомъ Египеть, 
друге — Китай, Инд1ю или Халдею, а иные указывають на 
какой-то древн!й, теперь уже вымериий, народъ, ДОСТИГИИЙ 

.. въ свое время высокой степени культуры. Какъ бы то ни было, 
$ НО самые древн!е изъ дошедшихъ до насъ памятниковъ математи- 
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ческаго развитйя древнихъ народовъ, большею частью, принал- 
лежать египтянамъ и халдеямъ. 

Египтяне. Самымъ древнимъь документомъ, характеризую- 
ЩИМЪ математическ1я познан1я египтянъ — это папирусъ, храня- 
нийся въ Британскомъ музеЪ, въ коллекщи Ринда; этотъ папи- 
русъ, въ 1877 году, былъ переведенъ Эйзенлоромъ *). Изъ разсмот- 
рЪън1я’ его видно, что онъ написанъ египтяниномъ Ахмесомъ 
между 1700—2000 годами до Р. Хр. и представляетъ собой кошю 
еше болЪе древняго папируса, подлинный тексть котораго от- 
носится къ 2200—2300 годамъ до Р. Хр. 

Этотъ памятникъ старины озаглавленъ: «способы, при помощи 
которыхъ можно дойти до пониман!я всЪхъ темныхъ вещей и ве- 
ликихъ тайнъ, заключающихся въ предметахъ». Папирусъ Ахмеса 
не представляеть собой сочинешя для изучен!я математики, 
5т> скорфе справочная книга для обыденной жизни; въ ‘ней мы 
не находимъ ни опредЪфлен!й, ни теоремъ, ни выводовъ, а только 
лишь собране задачъ, взятыхъ изъ практики. Тъмъ не менЪе изъ 
кего видно, что результаты, достигнутые египтянами въ области 
математическихъ знан!й были значительны; въ главЪ «о вычислении 
кучь», посвященной алгебръ, ршаются уравненя 1-Й степени 
съ однимъ неизвфстнымъ, при чемь рЪшен!е производится по 
вполнЪф опредфленнымъ правиламъ, а неизвЪстная величина но- 
сить назван!е «хау». 

Въ видЪ примЪра приводимъ здЪсь одно изъ уравнен!й, нахо- 
дящихся въ папирусЪ Ринда. 


|} р 1290 
а 22 РТ 


Г. 5 


Рис. [. 


*) Нелишне здЪсь отм№тить тф необычайныя трудности, съ которыми порой 
приходится сталкиваться ученымъ при ихъ желан1и ознакомиться съ древними 
рукописями. Такъ, напр., Эйзенлоръ говоритъ, что въ Туринскомъ музеЪ 
ему не позволили не только снимать со стфнъ ящики съ папирусами, но даже 
не пожелали открыть ихъ. Въ другомъ мЪстЪ ему разрфшили сфотографи- 
ровать и получить два позитива, а негативы уничтожили. 


— 
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Этимъ знакамъ соотвфтствуютъ слова. 


2 1 1 
Куча, ея 5’ ея 5’ ея 5’ ея цтьлое, дають 37. 


Переводя все это на нашъ современный алгебраический языкъ, 
получимъ уравнен!е: 


2 1 1 
Ба ыд-от-т=97. 


Приведенное уравнен!е изображено въ папирусЪ при посред- 
ствЪ такъ называемыхъ !ератическихъ знаковъ, представлявшихъ 
собой видоизмЪненные 1ероглифы, употреблявшеся ранфе. Если бы 
это уравнен!е перевести на 1ероглифы, то оно имЪло бы видЪ, 


54 = = <> $! | 5 ППП 
$ ТА р | ‚Ч — х—_ И 5—_ <” М ПИ!!! 
Рис. 2. 


При сравнен!и приведенныхъ рисунковъ необходимо имЪть 
въ виду, что 1ератическое письм> читалось справа налфво, а 
1ероглифы наоборотъ, т.-е. слЪва направо. 

Въ этой же главЪ находятся указан1я на символическ1е пр1емы, 
употреблявиНеся египетскими математиками. Особеннаго вни- 
ман!я заслуживаютъ символы сложен1я и вычитан1я; они опре- 
дъленно указываютъ, что египтяне имтъли представлене объ от- 
считывании, в5 двуть прямо противоположных направленять; 
пр1емъ этоть былъ возстановленъ лишь ВЪ сравнительно не- 
давнее время. 

Что же касается вопроса о томъ, имЪлись ли у египтянъ сочи- 
нен1я математическаго характера, цълью которыхъ было зна- 
комство читателя съ основными началами этихъ наукъ, сказать 
трудно. Весьма вЪроятно, что подобныя сочинен!1я и существо- 
вали; это можно предполагать на основан!и нЪкоторыхъ мъстъ 
папируса Ринда, въ которомъ первоначальныя свЪдЪФН!я мате- 
матическихъ наукъ считаются какъ бы уже ИзЗВЪСТНЫМИ И 0 НИХЪ 


ничего не упоминается*). 


*) Папирусъ Ринда изданъ въ 1877 году Эйзенлоромъ подъ заглав!емъ: 
«Еш та етаНзсЬез Нап@БисВ 4ег а\еп Аебур{ег (Раругиз РЫп@ 4ез Ви- 
изсв Мизешт) ВБегзеф2{ ип@ ег Ка. 
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КромЪф папируса ученые располагаютъ еще только однимъ па- 
мятникомъ математической литературы древнихъ египтянъ — это 
{ероглифическ1я надписи на стЪнахъ храма въ Едфу, въ верхнемъ 
Египтф, содержащ1я перечислен1я земель, подаренныхъ храму. 

Изь сказаннаго нетрудно заключить, Что знан1я древнихъ 
египтянъ по математикЪ достигали значительной степени раз- 
вит1я уже въ то время, когда Авраамъ постилъ Египетъ. 

Халдеи. Теперь постараемся охарактеризовать математиче- 
ск!я знан!я народа, издавна обращавшаго на себя вниман!е 
изсльдователей —— халдеевъ, жившихъ въ области рфкъ Евфрата 
и Тигра, въ странЪф, извЪстной подъ именемъ Месопотами. 
Въ этой странЪ, за много лЪтъ доР. Хр., процвЪтали государства, 
достигиия высокой степени умственной культуры и могущества. 

Первый значительный шагъ къ знакомству съ литературой 
древнихъ жителей Ассир!и и Вавилон!и былъ сдъланъ сравни- 
тельно очень недавно (въ срединф прошлаго столЪт!я) путемъ 
раскопокъ развалинъ Нинев!и. Эти раскопки привели къ от- 
крыт!ю дворца царя Ассурбанипала; въ одной изъ залъ этого 
дворца была найдена обширная бибщотека, состоящая изъ квад- 
ратныхъ плитокъ обожженной глины, покрытыхъ мелкимъ и 
сжатымъ клинообразнымъ письмомъ. КромЪ того, двЪ глиняныя 


‘таблички были найдены въ Сенкерэ, въ 1854 году. Изъ разсмот- 


рЪн!я этихъ табличекъ, а также и н®которыхъ сочинен!й, най- 
денныхъ при раскопкахъ и относящихся уже къ болЪе позднему 
времени, можно составить себЪ общую картину состоян1я матема- 
тическихъ знан!й халдеевъ, которыя, главнымъ образомъ, относи- 
лись къ области астрономи. Ни у одного народа древности не было 
столькихъ предразсудковъ, примЪть и суевЪ рИЙ, какъ у халдеевъ, 
поэтому всЪ ихъ знан!я носили почти исключительно мистиче- 
св й характеръ; вся вопросъ былъ ТЪсно связанъ съ суев$- 
р1!емъ, а астрономическя знанйя служили, главнымъ образомъ, 
для всякаго рода гаданйй. Несмотря на такое отличительное 
направлен!е астроном!и и математики вообще, сдЪлавшее эти 
науки какъ бы вспомогательнымъ средствомъ при изучен!и астро- 
логи, можно сказать, что уже за много столЪтШ до Р. Хр. 
математическ1я науки достигли значительной степени раз- 
вит1я въ древней Ассир!и и Вавилон1и, можно даже сказать, 
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‘что Вавилон1я была родиной астрономйи, а вмЪстЪ съ тЬмъ и 
отчизной математики. Что же касается алгебры, то халдеи за- 
нимались ею постольку, поскольку она имЪфла отношене 
къ астрономи и астрологи. Изъ таблички, прочитанной и объ- 
ясненной ангискимъ ассир!ологомъ Гинксомъ видно, что хал- 
деямъ были извЪстны ариеметическая и геометрическая прогресйи. 
КромЪ того, они умЪли производить различныя дЪйств1я надъ 
числами, знали квадраты и кубы многихъ чиселъ, а также умЪли 
возводить въ степень дроби. Имъ даже были извЪъстны рЪшен1я 
нфкоторыхъ уравнен!й первой степени съ однимь и двумя не- 
извЪстными. Все это можно заключить по тому незначительному 
матер1алу, который имфетбя въ рукахъ изслЪдователей. Не лишне 
будеть упомянуть, что халдеи оказали большое вщян!е на все 
послЪдующее развитй!е наукъ и искусствъь въ западной Азии. 

Китайцы. Характеризуя состоянй!е математическихъ знанйй 
древнихъ народовъ, нельзя, хотя бы очень кратко, не упомя- 
нуть о китайцахъ, у которыхъ промышленность и искусство 
вообще достигли высокой степени культуры еще въ глубокой 
древности. Къ сожалЪн!ю, свЪдЪн!я о развитйи математическихъ 
наукъу китайцевъ очень скудны, и все, что только намъ извЪстно 
по этому поводу, заимствовано изъ весьма немногихъ, доступныхъ 
въ настоящее время, сочиненй древнихъ китайскихъ авторовъ. 

Все, что только можно сказать о познанйяхъ китайцевъ въ 
алгебрЪ, это то, что они умЪли рЪшать уравнен1я не только 1-й сте- 
пени, но и высшихъ степеней, при помощи особаго правила таенъ 
и методовъ, предложенныхъ китайскимъ математикомъ Тши- у- 
Тшау въ своемъ сочинен!и «Представлен!е о небесной монадЪ». 

По способу писать уравнен!я по убывающимъ степенямъ не- 
извфстнаго вертикально сверху внизъ можно заключить, что 
форма писать уравнен!я въ видЪ 
28 —ах?--фх--с=0 была извЪстна 


еэ4Ш‘‘’‘°’°` , 
гораздо ранфе въ КитаЪ, чфмъ на Т | ‘'- 155 
ЗападЪ. На рис. 3 приведенъ = | ... . 66% 
образець уравнен!я: то ее. 360 


13-- 1552-- 66% =360. Рис. 3. 
НаиболЪфе блестящихъ резуль- 
татовъ китайск!е математики достигли въ неопредЪленномъ 
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анализЪ, въ которомъ у нихъ важную роль играло уже упомя- 
нутое «правило таенъ». 

Вообще, изслЪдован!я нЪкоторыхъ вопросовъ неопредЪленнаго 
анализа дфлаютъ честь китайскимъ ученымъ; въ этомъ отношен1и 
они опередили не только европейцевъ, но и индусовъ, достигшихъ 
въ алгебрЪ весьма важныхъ результатовъ. и 

Греки. Перейдемъ теперь къ народу, который, занимаясь уси- 
ленной творческой работой въ области геометрии, въ сильной сте- 
пени способствовалъ и развит! алгебры. Мы говоримъ о грекахъ. 

Древн!е греческе математики еще во времена Платона при- 
лагали гесметричесяй анализъ къ вычислен1ямъ, — это соб- 
ственно и нужно признать за начало алгебры. Приложить по- 
добный анализъ къ числамъ для древнихъ геометровъ было 
дЪломъ не легкимъ, такъ какъ приходилось имЪть дЪло не съ опре- 
дфленными фигурами, а съ отвлеченными числовыми ‘предста- 
влен!ями. Буквы алфавита не могли имъ служить для обобщений, 
такъ какъ съ каждой изъ нихъ соединялось понят!е о числЪ *). 
Это-то и было главной причиной, въ силу которой греки мало 
обращали вниман!я на алгебру, и только съ Д1офанта матема- 
тическя науки грековъ начинають слЪдовать алгебраическому 
направлен!ю. Подобное измънен!е направлен!я повторяется нЪ- 
сколько разъ въ истор1и развит!я математическихъ наукъ у гре- 
ковъ. Первоначально Пиеагоръ, одинъ изъ первыхъ, изслфдуетъь 
свойства чиселъ; такому направленйю слфдуеть отчасти и Пла- 
тонъ. Начиная съ Эвклида ариеметика**) принимаеть уже ха- 
рактеръ науки, но чисто геометрическ!й; свойства чиселъ объ- 


ясняются на лишяхъ, площадяхъ ит.п., даже сами числа носятъ. 


назван1е квадратныхъ, треугольныхъ, линейныхъ, плоскихъ, т%- 
песныхь и т. п. Такое направлен!е и такой характеръ ариеме- 
тика сохраняеть въ течен1е 400 лъть, оть Эвклида до Нико- 
маха. Никомахъ первый излагаетъ ариеметику безъ посредства 


*) У древнихъ грековъ буквы алфавита играли роль нашихъ современ- 
ныхъ цифръ; см. по этому поводу «Очеркъ изъ истор!и ариеметики», въ [ томЪ 
хрестомати. 

**) Ариеметика грековъ представляла собой теоретическую науку, носив- 
шую алгебраическ!й характеръ; практическая же ея часть называлась логи- 
стикой. Подобное различ1е ‘сохранили и арабы, а послЪ нихъ — персы. 
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геометрическихъ представленйй; она является у него вполнъ 
наукой о числахъ. 

Наконецъ, Д1офантъ своей «Ариеметикой» проводить оконча- 
тельно рЪфзкое различ е между геометр!ей, съ одной стороны, и 
ариеметикой и алгеброй, съ другой. Въ ней мы встрЪчаемъ сим- 
волъ, введенный для обозначен1я неизвфстныхъ величинъ. Это уже 
крупный шагъ впередъ. КромЪ того, Д1офанть даетъ правило 
для ршен!я уравненйй 1-й степени и простъйшихъ уравнен!й 
2-й степени. Случай отрицательныхъ и МНИМыхЪ корней раз- 
сматривается имъ, какъ невозможный. Между прочимъ, приводится 
рьшен!е одного кубичнаго уравнен!я. Но главнЪйшая часть. 
его труда посвящена неопредъленнымъ уравнен!ямъ съ двумя 
и тремя неизвЪстными, а также неопредфленнымь уравнен1ямъ. 
2.й степени. За этимъ отдфломь неопредфленнаго анализа и 
въ наши дни сохранилось назван!е «Д1юфантова анализа». Со- 
ставляя изъ усло задачи уравненя, Д1офанть, послЪдова- 
тельнымъ выборомъ неизвЪстныхъ старается получить уравнен!я 
такихъ типовъ, которые онъ былъ въ состоян!и р-шить. «ГПо- 
этому», говорить Ганкель, «современному математику, послъ из- 
учен!я 100 рЬьшенйй Д1офанта, трудно рфшить 101-ю задачу... 
Д1офанть скорфе ослфпляетъ, чЪмъ приводить ‘въ восторгъ». 

Ариеметика Д!юфанта, переведенная въ Х вЪкЪ на арабсюй 
языкъ, повляла на прогрессъ всей европейской математической 
цивилизащи. 

Д1офанть быль послЬднимь въ ряду греческихъ математиковъ. 
Съ нимъ прекращается творческий духъ древнихъ грековъ, и 
на сцену появляются различные комментаторы, всегда указы- 
ваюш!е на упадокъ въ развити наукъ. 

На этомъ и заканчивается древнйй перюдъ развит! я алгебры. 


Наступаетъ господство римлянъ надъ большею частью госу- 
дарствъ древняго м!ра, — господство, принесшее мало пользы 
для послЪдующаго развит1я математическихь наукъ. Римляне 
не отличались любовью къ математикЪ вообще и занимались вю 
постольку, поскольку это было необходим> для практическихъ 
цЪлей: ихъ отличительной чертой были военные подвиги, 
прекрасныя постройки и стремлене къ всем!рному господству. 


осо офюни СМС мб 


” ПХ 
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ПослЪдовавшее за тфмъ распаден!е западной Римской импери, 
нашеств!е варваровъ, хаотическсе брожен1е, въ которомъ На- 
хоцилась почти вся Европа, безпрерывныя войны, религ1озный 
фанатизмъ первыхъ хрисманъ — воть главныя причины посте- 
пеннаго упадка не только математическихъ наукъ, но и наукъ 
вообще. 

Ненависть христанъ къ язычникамъ выразилась въ презрЪн!и 
къ наукамъ древнихъ народовъ; религ[1озный фанатизмъ и грубое 
невЪжество не позволяли имъ заимствовать что-либо изъ языче- 
скихъ сочиненй; они истребляли ихъ, желая утвердить господ- 
ство новой рели{и. Во время этихъ религ!озныхъ смуть и раз- 
доровъ погибли безвозвратно многе замЪчательные памятники 
древней культуры. --— 

НеизвЪстно, до чего бы`‘постигло такое невЪжество, если бы 
не появились въ УП вЪкЪ арабы. Покоривъ мно[я изъ госу- 
дарствъ того времени, они обращають главное вниман!е на раз- 
вит1е наукъ и искусствъ; во всемъ этомъ они достигаютъ ВЫСОКОЙ 
степени развитя. 

Но прежде, чфмъ говорить о развит!и алгебры у арабовъ, 
отклонимся нЪсколько въ сторону и ознакомимся вкратцЪ 
съ математическими познамями индусовъ. 

Индусы. Благодатный климать страны и необыкновенное плодо- 
род!е почвы имЪли громадное вшян!е на умственное развит!е 
и мровоззрЪн!е индусовъ. Постоянно созерцая величественныя 
красоты природы и обращая свои взоры къ небу, въ ихъ глазахъ 
загоралась жажда познан!я божественнаго начала, и тамъ, на 
небЪ, слфдя за движен!ями свЪтилъ, они старались найти 
отвфть на мучиви!е ихъ вопросы. Это вщян1е окружающей 
природы отразилось какъ на религюзныхъ воззрЪн!яхъ и космо- 
гон1и древнихъ индусовъ, такъ и ВЪ ихъЪ математикЪ. Ихъ люби- 
мымъ занят1емъ была астроном!я; но странно, что въ этой области 
они оказались наиболфе слабыми, тогда какъ алгебра, считав- 
шаяся у нихъ второстепенной наукой, доставила имъ впослЪд- 
ств1и всем!рную извЪстность. 

Изь числа математиковъ, извЪстныхъ въ индусскихъ лЪто- 
писяхъ, укажемъ на Арьъябхатта, жившаго въ концЪ У в$ка 
и написавшаго сочинен{е по алгебрЪ подъ заглав!емъ «Арьябхат- 
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1анъ», Бхаскара, написавшаго «Сидхантасиромани», что зна- 
чить «Вънець астрономической системы» и, наконецъ, Брахма- 
гупта. Изъ разсмотрЪя сочиненй указанныхъ авторовъ 
видно, что у индусовъ при рЬшен1и задачъ употреблялись особые 
методы, при чемъь любимымъ являлся такъ называемый «методъ 
инверс!и» *). (Съ лаконической краткостью Арьябхатта такъ опи- 
сываетъ этоть методъ: «умножен!е становится дЪлешемъ, дъ- 
лен{е становится умножен1емъ; прибыль обращается въ убытокъ, 
убытокъ — въ прибыль; инверс1я».) КромЪ того, ими часто упо- 
треблялся «методъ ложнаго положен1я», извЪфстный также въ на- 
укЪ подъ именемь «теза {21с1›**). Этоть методъ встр$чался 
и ранфе, у древнихъ египтянъ; разница была лишь та, что при- 
мЪняя его, египтяне руководились инстинктомъ, тогда какъ 
у индусовъ онъ представлялъ собой вполнЪ сознательный методъ. 
ДалЪфе мы видимъ, что индусы УМЪли извлекать квадратные и 
кубичные корни, рьшали даже типъ задачи, извЪстной въ на- 
стоящее время подъ именемъ «задачи о курьерахъ». 

Ръшен!е вопросовъ неопредЪленнаго анализа было любимымъ 
занятемь индусскихъ математиковъ, при чемъ ими былъ выра- 
ботанъ, кромЪф того, методъ рЪшен1я системы двухъ уравненйй 
съ двумя неизвЪстными въ случаЪ цфлыхъ значен!й неизвЪстныхъ. 
Индусы первые признали существован!е отрицательныхь чиселъ 
и чисель ирращональныхъ; они знали, что квадратный корень 
имЪеть два значен1я и что нельзя извлечь квадратный корень 
изъ отрицательнаго числа; они даже разсматривали дроби съ зна- 
менателемъ, равнымъ нулю, и знали, что значен!е ихъ очень 
велико. 

Такимъ образомъ индусск!е математики далеко ушли отъ гре- 
ковъ временъ Д1юфанта въ своихъ познан1яхъ по алгебрЪ. 

Арабы. Богатыя познан!я индусовъ по алгебрЪ и блестящее 
развит1е геометр!и въ Греши дали возможность владЪтелямъ 
арав!йскихъ пустынь, воинственнымь арабамъ, направить ма- 
тематическ1я науки въ то русло, которое впослЪдстви привело 
къ великимъ открыт1ямЪ. 


*) О «методЪ инверс!и» см. стран. 65—66 алгебраической хрестомати. 
**) См. стран. 215—222 алгебраической хрестомали. 


— 14 — 


Съ мечсмъь въ одной рук и съ корансмъ въ другой —арабы 
подчиняють себЪ большую часть Аз!и, Африки и Испани. ОбъЪ- 
единенные общимъ духсмъ релийи, они создаютъ затЪмъ эпоху 
развимйя наукъ и искусствъ. Багдадъ становится центрсмъ 
цивилизащи, ссвЪщающимъ одинаково Востокъ и Западъ. Нв от- 
личаясь творческимъ духсмъ грековъ и индусовъ, арабы, блато- 
даря своей любознательности къ наукамъ и желан!ю все объ- 
яснить, съ большимъ интересомъ занимаются алгеброй, наравнЪ 
съ поэзей, филоссфей и грамматикой. Особенное вниман!е араб- 
све математики сбращаютъ на первоначальныя поняття и опре- 
дЪлен1я, которыя они изслЪдують съ филосфоской точки зрЪЙЯ. 

Арабскимъ математикёмъ принадлежить первая попытка при- 
ложить алгебру къ гесметри. 

Къ числу первыхъ ученыхъ, познаксмившихъ европейцевъ 
съ познанями арабовъ въ алгебр, принадлежить Фибоначчи, 
авторъ извфстнаго «Глебег афаср», оказавшаго такое грсмаднсе 
влян!е на все послБдующее развитй!е математическихь наукъ 
въ течене ХИ! и ХГУ вЪковъ. 

Къ этсму времени относятся и списки сочинен1й алгебраиче- 
скаго содержан1я, въ числЪ которыхъ находится исторически 
важная «алгебра» Мухемеда-ибнъ-Музы Альхуаризми, жившаго 
въ начал 1Х вЪка при дворЪ калифа Аль-Мамуна. Надо замЪ- 
тить, что алгебра Альхуаризми есть первое сочинене, въ кст>- 
ремъ встрчается слово «алгебра». Большая часть вопросовъ, 
разсмотрънныхь ВЪ ЭТСМЪ сочинен!и, сводится къ р+фшеню 
неполныхъ квадратныхъ уравненйй и нФкоторыхъ другихъ за- 
дачъ, при чемъ послЪдн!я ръшаются при посредствЪ према, 
очень сходнаго съ индусскимъ методомъ «инверс!и». При рЪ- 
шен!и квадратныхъ уравненйй авторъ признаетъ существоваЕ!е 
двухъ корней. 

Ради интереса на рис. 4 приведенъ примЪръ 


м Р  уравнен1я, написаннаго арабскими знаками и 
УН '  взятаго изъ сочиненя Алкалсади. 
‚ Рис. 4. Это уравнен1е, будучи переведено на совре- 


менный алгебраическ1й языкъ выражается въ видЪ: 38=195-4^. 
Изь числа арабскихъ писателей ХТ вЪка особенно заслужи- 
ваеть вниман1я Аль-Карки, который уже могь утверждать, 
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что У8--У18=У50; онъ, кромЪ того, даль и доказалъ теоремы 
о суммирован!и квадратовъ и кубовъ натуральнаго ряда чиселъ. 

Нельзя обойти молчан!емъ замЪчательнаго построен!я корней 
уравнен{я 3-й степени, даннаго Алкгайями, а также различныхъ 
изслЪдован!йй въ области теор!и чиселъ. 

Таковы въ общихъ чертахъ алгебраическ1я свЪдЪн1я арабовъ. 
Этоть народъ, достигнувъ высокой степени культуры, распро- 
странилъ свое господство въ трехъ странахъ свЪта древняго м!ра, 
принося съ собой зачатки цивилизащШи. Многочисленныя библ!о- 
теки, академ1и и обсерватор!и, основанныя арабёми, могуть слу- 
жить лучшимъ подтвержденемъ сказаннаго. 

Однако плодотворное вшян!е арабской цивилизащи продол- 
жается недолго. Наступаютъ времена крестовыхъ походовъ и 
Европа почти на два столЪт!я отвлекается отъ умственнаго раз- 
вит1я. На мЪсто науки вступаеть эпоха рыцарскихъ романовъ 
и сказокъ, и только въ пфсняхъ трубадуровъ Прованса можно 
найти слЪды математическихъ познанйй того времени. Астро- 
ломя, мамя и алхим!я вытфсняють точныя науки. 

Но воть съ конца ХИ вЪка подготовляется эпоха возрожден!я 
наукъ и искусствъ. Въ Итати начинаютъ интересоваться уцъ- 
лфвшими рукописями древнихъ математиковъ. Западъ начинаеть 
оживать. Въ это время въ Итал1и появляется человЪкъ, котсрсму 
математика обязана первымъ возрожденвмъ на хрис\Панской 
почвЪ. Мы говоримъ о Леонард изъ Пизы, называемсмъ Фибо- 
наччи. Его нашумЪфвшее сочиненме «ГЛебег аБас1» въ течене 
многихъ столЪИй служить для авторовъ ариеметическихъ и 
алгебраическихъ сочинен!й неисчерпаемымъ источниксмъ, изъ кс- 
тораго они берутъ матерйалъ для своихъ работъ, несмотря на то, 
что алгебра Фибоначчи была лишена символовъ и представляла 
собой алгебру риторическую. Кстати, не лишне упсмянуть, 
что въ истор1и развитйя алгебры различають три пер1ода: 1) ал- 
гебру риторическую —с=мую низкую ея ступень, когда еще 
ЕСЪ дЪиствя и величины выражались словёми и не существовало 
никакихъ символовъ; 2) алгебру синкопичсескую — вторую сту- 
пень ея развит!я; въ этоть перодъ начинаютъ сокращать слова, 
и появляются н$Фкоторые знаки и 3) алгебру символическую, 
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послЪднюю ступень ея развит!я, гдЪ всЪ дЪйств!я безъ исклю- 
чен1я изображаются посредствомъ символовъ. 

Вслъдъ за появленйемь Фибоначчи нормандсюйЙ епископъ 
№1сойе Отезте приходить къ понят!ю о дробныхъ показателяхъ. 
и вводить для нихъ особаго рода обозначеня. 

ДалЪе, въ началЪ эпохи Возрождевя, въ промежутокъ вре- 
мени отъ 1450 до 1637 г. всЪ математики главнымъ образомъ 
обращають вниман!е на развит!е буквенной алгебры и символизма, 
а также и на теоретическую сторону математическихъь наукъ. 

Затьмь Сцишо Ферро производить удачное изслЪдован!е 
кубичныхь уравненй вида 2’--тл=п; Тарташи и Кардану 
удается рЪшить въ радикалахъ уравнен!е 3-й степени, а ученикъ- 
Кардана Феррари находить рьшенйе уравневй 4-й степени. 

Въ эту эпоху математики увлекаются отысканемъ ръшен!я 
уравнен!Й высшихъ степеней, но всЪ попытки въ этомъ напра-- 
вленни оканчиваются съ появлешемъ строгаго доказательства 
Абеля, заключавшагося въ томъ, что общее алгебраическое 
уравнен!е 5-й и высшихъ степеней не можеть быть разрЪшено 
въ радикалахъ. 

ДалЪе Карданъ открываетъ мнимые корни кубичнаго уравненйя 
и то, что таке корни всегда встрЪчаются парами. Онъ проявляетъ 
большую смфлость мысли, рЪшая задачу о раздфлен!и 10 на двъ 
части, произведен!е которыхъ равно 40; онъ находить оТВЪТЪ: 
5+И—15 и 5—И—15; дЪлая тЬмъ самымъ впервые рЬшительный 
шагъь впередъ. 

Такимъ образомъ, въ пер1одъ времени до ХУ! вЪка наиболь- 
ше успЪхи въ алгебрЪ были сдЪланы итальянскими математи- 
ками; нельзя указать ни на одно болЪе или менЪе оригинальное 
сочинен1е по математикЪ въ ХУ вЪкЪ, написанное внЪ Иташи, 
которая такимъ образомъ много способствовала всему послЪдую- 
щему развит!ю математическихъ наукъ вообще. 

Въ ХУ! вькЪ французсейй алгебраисть ЕШета вводить буквы 
вмЪсто чисель и рЪшаеть буквенныя уравнения, примЪняя при 
ршен!и принципъ приведевя, чфмъ достигаетъь замчательнаго 
для того времени однообраз!я въ изложени. Вета какъ-будто бы 
замъчаеть и соотношен!я между коэффищентами и корнями 
уравнен!1я, но, къ сожалЪнио, категорически отрицаетъ всъ 

э 
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корни, кромЪ положительныхъ. КромЪ того, онъ ршаетъ пред- 
ложенный папой Адр!аномъ частный случай уравнен!я 45-й сте- 
пени, которое сводить къ геометрическому построен1ю, а также 
рЪфшаетъ и кубичныя уравнен1я, стараясь привести ихъ къ урав- 
нен!ю 6-ой степени вида 1°--л3==а, которое легко рЬшить, по- 
лагая 28 =у. 

Значительный шагь въ теор!и уравненйй дфлаеть Гарротъ 
(1560—1621), приравнивая одну часть уравненйя нулю. Это 
повидимому небольшое отступлен!е отъ предшествовавшихъ пра- 
вилЪ приводить его къ открытю свойства уравнен1я, по кото- 
рому оно можеть быть разложено на множителей 1-ой степени. 

ВслЪдстве этого открыт!я удается рьшить мног1я уравненя, 
до. этого не разрЪшимыя. 

Идея Орэма относительно дробныхъ показателей осталась со- 
вершенно незамБченной; точно такъ же не было обращено долж- 
наго вниман!я и на первые шаги Симона Стевина въ этомъ же 
направлен!и и только впослфдствйи его обозначен!е показателей 
было принято математиками, но не надолго. 

Современная же система обозначен1я показателей приняла за- 
конченный видъ только у Декарта. 

Къ концу ХУПГ столЪт!я шотландскЙ баронъ Неперъ откры- 
ваетъ теор1ю логариемовъ, дающую возможность извлекать корни 
любыхъ степеней изъ любыхъ количествъ, а также упрощаетъ 
и многя другя алгебраическ1я вычисленя. 

ДалЪе одни открыт1я слфдуютъ за другими. Коперникъ пред- 
лагаеть систему м!ра. Кеплеръ изслЪдуеть движен!я небесныхъ 
свЪтилъ. Галилей, окончательно признавъ систему Коперника, 
совмЪстно со своимъ ученикомъ Торичелли, дЪлаетъ множество 
открыт!й въ области механики и физики. 

Въ ХУП и ХУШ столЪъяхъ математика пр1обрфтаетъ слож- 
ный характеръ. Эти вФка знаменуютъ собой полный расцвЪтъ 
анализа. Въ ХУП вЪкЪ ангийсвй ученый Валлисъ разсматри- 
ваеть знаменателей дробей, какъ степени съ отрицательными по- 
казателями, Декартъ (въ 1637 году) создаеть аналитическую 
геометр1ю, Паскаль усовершенствуетъь геометр1ю, Фермать из- 
слЪдуеть максимумъ и минимумъ и занимается теор1ей чиселъ, 
Роберваль излагаетъь теор1ю касательныхъ, а Кавальери, почти 


А. Ляминъ. Физ.-Мат. Хрест. Т. И. 2 
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одновременно съ опубликовав емъ Декартомъ его капитальной 
работы, подготовляеть своимъ «принципомъ недЪлимыхъ» почву 
для дифференщальнаго и интегральнаго исчислен!й, разработка 
которыхъ принадлежитъь величайшему математическому генно 
Исааку Ньютону (1642—1727) и Лейбницу (1646—1716); кому 
изъ нихь отдать здЪсь пальму первенства, еще не рЪъшено 
въ истор!и нашей науки. - 


КромЪ того, около 1665 года Ньютонъ открываетъ биномальную 
. п 
теорему. Онъ даеть разложен1е двучлена (а+5) для положитель- 


ныхь и отрицательныхъ, цфлыхъ и дробныхъ значен!й п. Строгое 
доказательство этой теоремы даеть Абель. 

Въ ХУП! вЪкЪ англичанинъ Тэйлоръ, прославившйся своей 
знаменитой «строкой», создаетъ теор!ю «конечныхъ разнсстей», 
а Эйлеръ полагаетъ начало «варйащонному иснислен1ю», которое 
впослЪдстВ|и развиваетъь Лагранжъ. А 

Такимь образомъ, отмЪчая отдЪльные важные моменты въ исто- 
р1и развит!я алгебры, мы видимъ, какъ шагь за шагомъ, упорно 
преодолвая препятсть!я, шелъ человЪкъ къ той ступени зна- 
н|й, на которой онъ стоить въ настоящее время, гордый своей 


духовной силой; но далей отъ исходной точки, онъ еще боле 


далекъ и оть конечной ЦЪли своихъ стремлений. 

Будемъ вЪрить, что божественный духъ, заложенный въ чело- 
вЪка, подниметь его на ту высоту, о которой теперь нельзя 
безъ содроганйя подумать. 


Н%околько вопросовт. 


1. Сколько въ алгебрЪТосновныхъ единицъ? 

Отв. Три — положительная, отрицательная и мнимая. 

2. Можетъ ли произведене двухъ количествъ съ оди- 
наковыми знаками быть отрицательнымъ? 


Отв. Можеть, если оба эти количества — мнимыя. 


$. Дано уравнене 
а? р? (=—7) + 6-й -... "9—2 — п. 

‚ Указать, не ршая, одинъ изъ корней этого урав- 
нен1я. 

Ртьшене. Такъ какъ число членовъ лЪвой части уравненйя 
равно п, то, очевидно, л=р, есть одинъ изъ корней уравненЯя. 

4. Можно ли ршить въ цфлыхь и положитель- 
ныхь числахъ неопредЪленное уравненйе. . 
| 7х 4у= 10? 
Отв. Нельзя, потому что 7-4 > 10. | 


5. Явное или неявное количество будетъ 57” 


Отв. Мнимое. 


6. Что больше: 2—3: или 3—4 


Отв. Комплексы не сравнимы. 
2* 
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7. Какое изъ ариеметическихъ значений чиселъ 
— 3 
2ИЗ и ЗИ2 большее? 
- 6 —_ 6 6 
Руъьшене. Такъ какъ 2/3=2/И33=У 28.33=У 1728. 
3 — 6 6 6 
и 3/2=3и2=У38 .22=У 2916, 
ТО ариеметическое значене 2У3 меньше ариеметическаго зна- 
3 — 
чен1я ЗИ 2. 


8. Какой видъ соединений представляютъ собой 
различныя перем$ны костюма, если у насъ въ распо- 
ряжен!и двЪ пары брюкъ, два жилета, цилиндръ И 
пара сапогъ? 


Отв. Никакой, потому что нельзя надЪфть, напр., цилиндръ 
на ноги, а сапоги на голову. й 


9. Упростить выражене 3**-". 
Ръшеве. Пусть 3№2-1—=<. Логариемируя по основан!ю 3, 
имфемъ: (18.2—1)1#,3=18,4; такъ какъ 12.3=1, то 18: 5= 


—=18, 2—1: 3=1. =. Отоюда &=5- 


190. Имъя какую-либо таблицу логариемовъ и не 
зная, по какому основанйю они вычислены, ‘опре- 
дЪлить числа, кратныя основанйю, пользуясь только 
данной таблицей. | 

Отв. Во всякой таблиц% логариемовъ на мъЪст$ логариема осно- 
ван!я и чиселъ, ему кратныхъ, стоять нули. | 


11. Что больше: 15° или 1615? 


Ръшене. Вопросъ рЪшается на основанйи теоремы: при осно- 
ван1и, большемъ единицф, большему логариему соотвфтбтвуетъ 
большее число. | 

ИмЪемъ: 

18 1516—1618 15=16 18 319= 168 3-8 10—18 2)=18,81744. 
12 1615 =18 260 — 60 [8 2=18,0618. 
СлЪдовательно, 1518 > 16. - ы 


% 
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12. Сколько цифръ въ числЪ 9'? 

Рьшене. По погариемическимъ таблицамъ находимъ, что 
12 9=0,95424. СлЪдовательно, 18 9100— 100 ]29—=95,424. Такъ какъ 
характеристика логариема 9199 иметь 95 единицъ, то число 9'°° 
иметь 96 цифръ. 

13. Найти 18, (—%5°). 

Отв. При положительномь основани отрицательныя числа 
не им$ютъ логариемовъ. 


14. Опредфлить характеристику логариема №!’ по 
основан!ю 4. 
Ръшене. ИмЪемъ: 42> 11>> 41, откуда видно, что 18 11 =1- по- 
ложительная дробь. 
15. При какихъ условяхъ многочленъ: 
2 -- 823 + 412 —49х- 38 


будетъ точнымъ квадратомъ? 
Ръьшене. Извлекая изъ даннаго многочлена квадратный ко- 
рень, имЪемъ: | 
И 4--Ва8- 422—495--38=1244—6 
Е 
212--4х Вд3-- 41? 
4х |--848--167 


. 242-8%—6 — 1242—4938 
—6 -- 1222-48-36 
—--2. 


Отсюда видно, что данный многочленъ будетъ точнымь квад- 
ратомъ, если остатокъ —--2==0; а это будеть при значени 
д=2. | 


№ 
16. Дано, что у измЪняется какъ сумма двухъ 
величинъ, изъ которыхъ одна мФняется какъ т, 
а другая — обратно х, и что у=4, когда жд=Г и 
у=5, когда х=2. Какова зависимость между хи у? 


Рльшеве. Если у пропорщонально суммЪ двухъ величинъ, при 
чемь одной изъ нихъ прямо-пропорщональной неизвЪстному т, 


< 
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а лругой обратно-пропорщюнальной неизв стному х, то эта про- 
порщональность выразится формулой: 


_. п, 
—=тх---. › * (1) 
х 


гдь ти п соотвЪтствующе коэффищенты пропорцщюнальности 
Если 1=1, то, по условю, у=4, слЪдовательно, 
4А=т-п. . .(2) 


если же х=2, то, по условю, у=5, слЪдовательно, 
52-5 или 10-=4т-п. . . (3) 


Ршая ур-я (2) и (3}, находимъ: 
т=2 и п=2. .. (4) 


вслфдств!е чего формула (1) приметъ видъ: 


< 


2 
у=22-- (5) 


Это и будеть искомая зависимость. 


17. Въ какомъ случаф справедливо равенство 
4.13= 100? 


Ръшене. Понятно, что такое равенство можетъ быть справед- 
ливо не при десятичной системЪ счисленя. Обозначая основане 
искомой системы счислен!я черезъ х, будемъ имЪть: 


4.(1. д4-3)=1 .2-0.5--0, или 45--12=?. Откуда 1=6. 


(Значее х=—2 не годится.) 


Задачи на составлеше уравнений, 


18. Я задумалъ число; приписавъ къ нему справа 8, 
я прибавилъ къ результату 6; къ полученной суммЪ 
снова приписалъ справа 9 и прибавилъ 7; затЪмъ 
справа же приписалъ 4 и все раздЪлилъ на 27; тогда я, 
вычеркнувъ справа послЪднюю цифру, равную за- 
думанному числу, получилъ 13. Какое число я за- 
думалъ? о 


Пусть х — задуманное число. Приписавъ къ нему 8, мы цифру х 
перемЪстимъ на одинъ разрядъ влЪво, слЪдовательно, получимъ 
105--8; прибавивь къ результату 6, получимъ 10%58--6= 
10(1--1)--4. (Что д есть число однозначное, слЪдуетъ изъ усло- 
ВЙ задачи.) Такимъ же образомъ, приписавъ къ числу справа 9 
и прибавивъ къ результату 7, получимъ: 


100(5--1)--49--7=100(-+1)--56, 


а приписавъ справа 4, и раздфливъ результатъ на 27, `будемъ 
имЬть: - 
| 10000(х--1)--564. 
27 ' 


далфе, вычеркнувъ послЪднюю цифру, равную х, изъ условй 
задачи найдемъ, что 


1000(5 - 1)-564 < Г 
570 —5= 13. Откуда =—2, 


> 


, 
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19. Составить безконечно-убывающую геометриче- 
скую прогрессю, каждый членъ которой равенъ 
суммЪ всЪхъ послЪдующихъ членовъ, если извЪстно, 
что первый ея членъ равенъ 1. 


Ръшенде. Вопросъ сводится кърфшеню ур-!я: 1== — гДЪ 9—_ 
—4 
знаменатель прогресЧи. 


Прогресця будетъ имЪть видъ: 
т 


-) чение 9 


—1, 2’ 4’8 16 


20. Сколько находится одинаковыхъ членовъ 
въ двухъ ариеметическихъ прогрессяхъ: 


—2, 7, 12, 17, 22, 21... 
2, 5, 8, Ш, 14, 17... 


если каждая изъ нихъ состоитъ изъ 60 членовъ? 
Ртьшевше. Пусть (х--1)-ый членъ первой прогресийи равенъ 
(у+-1)-му члену второй прогресс1и, тогда 


(х--1)-ый членъ=2--5х 
и (у-1)-ый членъ=2-3У. 


3 
По успов!ю задачи 2-5л=2--Зу. Откуда г= == 


При у, равномъ 5, 10, 15 и т.д., х будеть соотвЪтственно 
получать значен1я 3, 6, 9 ит. д.: отсюда слдуетъ, что одинако- 
выми членами будуть въ первой прогрессйи — каждый трейй, 
а во второй — каждый пятый, а потому одинаковыхъ членовъ 
будетъ 12. | 


21. Найти цЪфлое двузначное число, которое въ 9 
разъ болЪе цифры его единицъ. 


Рьшензе. Пусть данное чиспо будетъ 105--у; тогда, по услов1ю 


8у 4 
задачи, 10х--у=9у, Откуда = 0-5 . 
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Такъ какъ х и у должны быть меньше 10, но больше или равны 

нулю, и кромЪ того цълыя, то для х можеть быть только одно 
значене х=4, при у==5. 


22. Найти двузначное число, равное ‘удвоенному 
произведен!ю его цифръ. 


Рльшене. Пусть данное число будетъ 10х--у; тогда, по услов1ю 
задачи, 105--у=2ху или 5+2-=. 
х 
9 
Замфтивъ, что 57 должно быть ЧисломЪ ЦЪлымМъ, положимъ, что 
Хх Е 


у=2л»; тогда послЪднее ур-1е перепишется такъ: 5-у=249 
5. 5 

или -11=2х.Такъкакъ- должно быть цфлымъ числомъ, то не- 
в ф 


обходимо, чтобы 5 дЪлилось на 9 нацфло, откуда 9, =1; 9›=5. 
Если о=1, то х=3 и у=6; если #=5, то х=1 и у=10. Годятся 
рьшен1я х=3 и у=6. Искомое число 36. 


23. Найти двузначное число, равное произведению 
суммы его цифръ на ихъ разность. 


Ртьшенде. Пусть искомое двузначное число будеть 105-Ну; тогда, 
по услов!ю задачи: 
или 1) 105--у=(2--у)(#—у=7 У, 
или 2) 102-у=(у-+-2)(у—2)=уУ—а. 
Откуда 1) д—=5 -И 25--У-у. .. (1) 


и 2)5=—5-4- И 25-У— у: . . (2) 


Изъ формулы (1) заключаемъ, что У25--7-+у>5. 

Сльдовательно, отсюда не получимь р-шенйй, соотвЪтствую- 
щихъ данному услов!ю задачи, такъ какъ л должно быть меньше 
10 и больше 0, а такихъ р-шеён!й получиться не можетъ, такъ 


какъ даже при у=10, имфемъ: 1=10 или 1=0. 
Изъ формулы (2) заключаемъ, что для того, чтобы х было чис- 


ломъ цфлымъ и положительнымъ, необходимо, чтобы У 25--у?—у 


мы № о 
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быль точнымъ квадратомъ, при чемъ можно взять передъ кор- 
немъ только знакъ --; тогда 


„=—5++/25-—у=—5+У25-+(у— 1. 


. Такъ какъ у можеть быть не болЪе 9, то выражен1е у(у—1) не 
можеть быть болЪе 72. Поэтому подкоренное количество не можеть | 
быть болфе 97. 

Точные квадраты, заключающщеся между числами 97 и 25, 
будуть только 36, 49, 64 и 81. 

Испытывая эти числа, находимъ, что годится только 81, такъ 
| какъ только при его подстановк$ въ формулу (2) получается для 
| - у цфлое рЪшен!е 8. | | 
| Въ этомъ случаЪ х=4, а потому искомое число будеть 48. 


| < 94. Найти видъ двухъ дробей, сумма которыхъ 
‚равна ихъ произведен!ю. 


а т . 
Ртьшене. Пусть первая дробь будетъ ;› авторая-* По услов!ю 
у 


|, 
а т @ ау--6х аз 
задачи у 5 или ыы 
х а 
Откуда аъ 
Поэтому видъ искомыхъ двухъ дробей будетъ: 
а а 
; и — > 


95. Найти два количества, изъ которыхъ каждое 
было бы равно квадрату другого (первыя степени 
этихъ количествъ неравны). 


Руьшене. Обозначая искомыя количества черезъ $ и у, имЪемъ: 


| 
| | д=у и у=х. | 
Подставивъ въ первое ур-!е значене у изъ второго ур-я, по-. 
й о лучимъ: д=44, или 2“—2=0. 
Откуда` (1—2 =0.. 
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И —1-5й/3. 
РЪшая это ур-{е, найдемъ корни: 11==0, 2,=1, 23, = 
Услов1ямъ задачи удовлетворяютъ: 1, И 44. 
—1-- 2/3 —1—й 3 
Если = == —_- и обратно. 


96. Найти два такихъ цЪлыхъ числа, сумма ко- 
торыхъ равна ихъ произведен!ю. 


Рьшене. Обозначимъ искомыя числа черезъ хи у; тогда по 
услов!ю задачи: х--у=4У. 


_ У 
Откуда 7 


Такь какъ х должно быть цфлымъ, то дробь — должна 
/— 


быть цфлой; но 2 послфдовательныхъ числа у и у—! могуть 
дфлиться другъ на друга только въ томъ случаЪ, если меньшее 
равно единиц, т.-е. если у—1=1. СлЪдовательно, у=2 и 1=2. 


27. Найти два цЪфлыхъ и положительныхъ числа, 
разность между которыми равна ихъ удвоенному 
частному. 


Ръшене. Пусть хи уискомыя числа; зогда, по услов1ю задачи, 
полагая х>у, найдемъ: 


х х 
2—2. или д—у=2— 


2х 
Рьшая ур-е х—у=—, заключаемъ, что х должно дЪлиться 
у 


нацфло на у. Пусть х== йу, тогда разсматриваемое ур-1е приметъ 
ВИДЪ: 
Н/—у=2т 
21 


Е 


откуда у 


к +, : 1. 


--.- 


1 
} 
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Изъ послЬдней формулы видимъ, что, такъ какъ фи 1-1 суть 
числа взаимно простыя, то 2 должно длиться на 1—1; отсюда 
слЪдуетъ, что {—1 можетъ равняться или 1 или 2, т.-е. 


-—1=1! или #-1=2, 
что даетъ: 1—2 или #=3. 


Въ зависимости отъ значен1я # будемъ имЪть: или х=8 и у-4, 
или х=9 и у=3. 


24 . 
Рьшая второе ур-!е, т.-е. х—у=—, такимъ же образомъ най- 
ня 


демъ значен!я 
х=2 и У=|. 


28. Найти услове, при которомъ сумма квалра- 
товъ трехъ цфлыхъь чиселъ будетъ равна квадрату 
даннаго. 


Рьшеве, Пусть искомыя числа будутъ т, У и +, а данное 
число а, тогда, по условй!ю задачи, 
Это уравненйе будетъ удовлетворяться, если у2=252; тогда 
оно приметъ видъ: 
12 2х3-- #2==а?, откуда х+2=а. 


При этомъ условии 
у2=2х1=22(а—1)=2а1—257. 


т 
Пусть у==—х, гдъ т и п произвольныя цфлыя числа; тогда 
п 


послфднее ур-!е преобразуется такъ: 
т? 
2а1— 22=—27 

п 


или т?л2--2п25?=2п?ах, 
или, для на х (т.-е. теряя корень х=0), имЪемъ: 
2п2?а 


ту 2п2х=2п?а, откуда == 
7 те 21? 


— 99 — 


т 
Тогда изъ ур у=-х и 4|2=а найдемъ: 
п 


2тпа т?а 


ОИ ==. 
у т?--2п2 т?--2п2 


Чтобы х, уи 2 были цфлыми, необходимо число а выбрать та- 
кимъ, чтобы оно дфлилось на т?--2п?. 

Полагая а=т?-2п? (это мы можемъ написать, потому что 
т и п произвольныя цЪфлыя числа), найдемъ: 


— 


х=21?; у=т? и 2==2тп. 


29. Найти трехзначное число, которое, будучи на- 
писано по системЪ счислен!я 9, изображается тЪми же 
цифрами, но въ обратномъ порядк$. 


Ръшеве. Пусть искомое число есть 100х--10у+; тогда 
1005--10у-- 2==812--9у--х, откуда 


1005--у=802-х. 
Изъ этого выражен1я можно усмотрЪть, что х=у, и тогда 


„5 
—42. 


СлЪдовательно, х=4, 2=5. Искомое число будетъ 445. 


30. Найти шесть послЪдовательныхъ положитель- 
ныхъ четныхъ чиселъ, сумма квадратовъ которыхъ 
равна четырехзначному числу, изображенному оди- 
наковыми цифрами. 


Ртьшенле. Квадраты четныхъ чиселъ могуть оканчиваться 
только цифрами: 4, 6 и 0. Этими же цифрами должны оканчи- 
ваться и числа, представляюц!я собою суммы квадратовъ шести 
послЪдовательныхъ четныхъ чиселъ. Принимая во вниман!е усло- 
°в1е задачи, заключаемъ, что сумма квадратовъ искомыхъ шести 
четныхъ чисель можеть быть равна только 4444 или же 6666. 

Обозначимъ черезъ х наименьшее изъ искомыхъ четныхъ чиселъ, 
тогда сумма квадратовъ всЪхъ шести чиселъ выразится: 


9+ (2+-2) + (4-68 -- (а 10 =649--602--220. 
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По услов1ю задачи 
647--60х--220=4444 или= 6666. 


Въ первомъ случаЪ имЪемъ: т=22, 1.=—32, а во второмъ 
цфлыхь р-шенй не получится, а слЪдовательно, единственное 
четырехзначное число, удовлетворяющее задачЪ, есть 4444, а 
сами числа: 22, 24, 26, 28, 30 и 32. 


31. Найти наименьшее число, равное учетверен-. 
ному произведенйю его цифръ. 
Ръьшене. Пегко убЪдиться, что искомое число не можеть быть 
ни однозначнымъ, ни двузначнымъ (уравнеше 105 у=4ху 
не имфеть цфлыхъ рЪшенйй). 
Пусть 1005-10 2=4 у 
СТЬ х ;—=42у2, откуда == АЕ, 
Очевидно, что 2 есть число четное, и такъ какъ 72 >> 25, то 
>> 2. Сльдовательно, 2 можеть равняться 4 или 6 или 8. 
5у-2 
Пусть 5=4; тогда = дв)” 
у ла 1 425) | 
Очевидно, что у должно быть четнымъ числомъ, и такъ какъ 
у> 6 то у=8, откуда д=3. Итакъ, искомое Число можеть 


быть равно 384. 
Подобнымъ же разсуждешемъ можно убЪдиться, что пред- 
положен1я 2=6 и 2=8 не приведутъ къ рьшеню. Искомое 


число 384. 


32. Число 294 разложить на четыре части и при- 
томъ такихъ, что если первое число увеличить, 
второе уменьшить, третье умножить, а четвертое 
раздфлить на одно и то же число, то результаты 
оть каждаго изъ четырехъ дФйств!й получатся оди- 
наковые. 

Ртъшенте. Пусть х, у, 2 и Гискомыя числа. Обозначимъ черезъ а 
число, служащее для выполненйя дЪйств!й, указанныхъ въ 3а- 
дачЪф, тогда имЪемъ: 


хра=ф, у-а=5, га=Ь, $: а=5, 
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(р есть число, выражающее результатъ данныхъ дъиствий). 
кромЪф того, #$-- ху =294. 
Представивъ первыя 4 ур-я въ видъ 


| 
х=Ь—а, и=Ь-а, 2=^, 1=а6, 
сложимъ ихъ, тогда 


и; 
дну а-Н=25-Наб-- р 
или она. 294. 


ЗамфтивЪъ, что 6=а2, им$емъ: 
2аз-- а? з=294, откуда 2(а--1)*=294=6 . 17°. 


Отсюда ясно, что 2 можетъ быть только 6 и а--1=7. Зная, что 
5=6 и а=6, найдемъ, что 6=36; слЪдовательно, х=30, у=42 
и #=216. 


33. Найти трехзначное число, зная, что, будучи 
уменьшено въ 5 разъ, оно равно числу, состоящему 
изъ двухъ послЪднихъ цифръ искомаго числа. 

Рьшеве. По услов!ю задачи 100х--10у-- 2=5(10у-- <), откуда 
25%х=10у-{ 5. 

Если х=1, то у=2 и 1=5. 

Если х=2, то у=5, и д=0, а если х=3, то у=7 и #=5. 


Такимъ образомъ имфемъ три рЪшен!я: 1725, 250 и 370; (х=4 не 
удовлетворяетъ задач, потому что у=10и 5=0, а у, по услов!ю, 
цолжно быть меньше 10). 


34. Найти трехзначное число, изображенйе кото- 
раго въ плоскомъ зеркалЪ будеть въ 7,416) раза 
болЪе самого числа. 


Рльшене. Пусть искомое число будетъ 100%--10у--х, тогда 
7,41(6) . (1005-Е 10у- 2)=100& + ух, 


— ва 70 
или, по упрощени, 2=85-ЕтотУ. 
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бу 
По условю 2 должно быть цёлымъ, а потому 101 должно 


быть цфлымъ, иначе говоря необходимо, чтобы 70у дЪлилось на 
101 нацфло, а такъ какъ у должно быть меньше 10, то возможно 


только у=0. 


Если у=0, то х=1 и 1=8. 


Искомое число 108. 


35. Лисица и собака. 


Лисица травится борзою собакой. Въ началЪ 
травли лисица находилась отъ собаки на разстоян1и 
60 прыжковъ. Лисица дЪлаетъь 9 прыжковъ въ то. 
время, какъ собака дЪлаеть всего 6 прыжковъ; 
3 прыжка собаки составляютъ 7 прыжковъ лисицы. 
Сколько прыжковъ сдЪфлаетъ собака, пока не до- 
гонитъ лисицу? 


Ришене. Пусть число прыжковъ собаки будеть х. Разсуждаемъ 
такъ: три прыжка собаки равны семи прыжкамъ лисицы, а по- 


7 
тому 1 прыжокъ собаки равенъ 5 прыжковъ лисицы, а я прыж- 
7х ‚7% 
ковъ собаки равны 3 прыжковъ лисицы. Выражене 5 пред- 


ставляеть путь, который должна пробфжать собака; этотъ путь 
выраженъ въ прыжкахъ лисицы. 

Съ другой стороны, собака дфлаеть 6 прыжковъ въ то время, 
какъ лисица дфлаеть 9; отсюда слЪдуеть, что лисица сдЪлаетъ 


9% | 
3 своихъ прыжковъ въ то время, какъ собака сдЪлаеть х своихъ 


прыжковъ. . 
А такъ какъ лисица въ началЪ находилась впереди собаки 
на 60 своихъ прыжковъ, то длина пути, который должна про- 


9х 
скакать собака, будетъ: 60 Такимъ образомъ получиимъ 


_ 7% 9х . 
уравнене: = рьшая которое найдемъ, что 1==72. 
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36. Интересная задача. 


МнЪ теперь вдвое больше лЪтъ, чЬмъ было вамъ 
тогда, когда мнЪ было столько, сколько вамъ те- 
перь; а когда вамъ будетъ столько, сколько мнЪ 
теперь, то: намъ будетъь обоимъ вмЪстЪ 63 года. 
Сколько лЪтъ каждому? 


Ръьшене. Пусть мнЪ теперь х лфтъ, а вамь теперь у ЛЪТЪ. 
МнЪ было столько, сколько вамъ теперь, х— у лЪтЪ тому назадъ, 
а вамъ тогда было у-(х— у) лЪтъ. По услов1ю задачи 


д=2[у— (2—9)... (1) 


_ Вамъ будеть х лФтъ, т.-е. столько, сколько мнЪ теперь, черезъ 
х—у лЬть, мнЪ же въ то время будеть х-+(х— у). 
По услов1ю задачи х-Ё[х--(х—у9)|=63 ... (2) 


Ръшая ур-1я (1) и (2) совмЪстно, будемъ имЪть: 


д=28 и у=71. 


37. Въ ювелирномъ магазинЪ. 


Ювелиръ продалъ нЪсколькимъ покупателямъ. по 
четному числу золотыхъ колецъ и взялъ за каждое 
кольцо столько рублей, сколько колецъ онъ продалъ 
каждому. Число покупателей равнялось числу рублей, 
взятыхъ за каждое кольцо. Часть полученной такимъ 
образомъ суммы ювелиръ издержалъ на покупку де- 
сяти браслетовъ, при чемъ за каждый заплатилъ 
число рублей, меньшее числа браслетовъ, каждый 
изъ которыхъ стоилъ дороже кольца. (При этомъ 
оставшаяся у него сумма была меньше цфны брас- 
лета.) ОпредЪфлить стоимость кольца и браслета. 


Рьшене. Обозначимъ черезъ х число колецъ. [По услов1ю за- 
дачи, число покупателей было тоже х. СлЪдовательно, всЪ х 
покупателей купили 1? колецъ, а такъ какъ каждое кольцо 
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стоило х рублей, то за всЪ кольца ювелиромъ было получено 
13 рублей. Пусть каждый купленный ювелиромъ браслетъ стоилъ 
у рублей, а оставшаяся сумма была рублей. Тогда, по условю 
задачи, 23=10у- 2. 

Нетрудно видЪфть, что правая часть полученнаго равенства. 
должна быть точнымъ кубомъ, а такъ какъ у<10 и &<у, то 
10у--ё число двузначное. Напишемъ кубы, выражающееся дву- 
значными числами; ихъ будеть только два: 27 и 64. Изъ этихъ 
двухь чисель 27 не годится, такъ какъ «у, т.-е. цифра еди- 
ниць меньше цифры десятковъ. Поэтому 


148—109 =64. 


Отсюда заключаемъ, что х=4; у=6; 5=4. 
СлЪдовательно, кольцо стоило 4 рубля, а браслетъ 6 рублей, 


38. Продажа нетоновъ. 


Двое, им$я по одинаковому количеству золотыхъ 
жетоновъ, продали ихъ, при чемъ за каждый полу- 
чили столько двугривенныхъ, сколько всего было 
продано жетоновъ. На полученную сумму они ку- 
пили нЪсколько подстаканниковъ (менфе 10), за 
плативъ за каждый по 2 рубля, послЪ чего у нихъ 
осталось еще нЪкоторое количество денегъ, меньше 
цфны подстаканника. При дЪлежЪ одинъ изъ нихъ 
получиль однимъ подстаканникомъ больше другого, 
въ силу чего онъ, отдавъ другому оставийяся отъ 
покупки деньги, доплатилъь еще н$которую сумму. 
Сколько денегь было доплачено? 


Ртьшене. Обозначимъ число жетоновъ черезъ х, тогда сумма, 
за которую былъ проданъ одинъ жетонъ, будетъ равна 204 коп. 
Положимъ, что число купленныхъ подстаканниковъ было у; 
тогда за эти подстаканники заплачено 200у коп. ПослЪ покупки 
осталась нЪкоторая сумма, которая должна быть меньше цфны 
подстаканника и, кромЪ того, кратна 20. Пусть это оставшееся 


число двугривенныхъ будетъь 2; тогда вся оставшаяся сумма 


3* 
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будетъ 205. Такъ какъ число жетоновъ было х,а каждый стоилъ 2х, 
то за всЪ жетоны было получено 2047. По услов!ю задачи, 
2052=200у--202 или 22=10у-{2... (1) 

Изъ ур-1я (1) видно, что правая часть должна быть точнымъ квад- 
ратомъ. КромЪ того, оставшаяся сумма 20: должна быть меньше 
цфны подстаканника, то-есть ‚ 


20:<200 или 5<10. 


Отсюда заключаемъ, что въ выражен!и 10у--2 число 5 выра- 
жаетъ цифру единицъ числа 14°, а у число десятковъ. Такъ какъ 
у<10, то 2*< 100; а такъ какъ 412 число двузначное, то оно мо- 
жеть равняться одному изъ слЬдующихъ квадратовъ: 16, 25, 
36, 49, 64, 81. Но такъ какъ число жетоновъ было четное (двое 
сложились поровну), то 2? должно быть четнымъ, слЪдовательно, 
можетъ быть только: 16, 36, 64. Но (у) число подстаканниковъ 
должно быть нечетнымъ, такъ какъ у одного изъ лицъ при дЪ- 
лежфЪ было однимъ ‘подстаканникомъ больше; слЪъдовательно, 
цифра десятковъ искомаго числа д? должна быть нечетной, 
а потому возможны два числа 16 и 36. Въ обоихъ случаяхъ 
имъемъ. 2—6. Слфдовательно, оставшаяся сумма была равна: 
20 . 6=120 коп., которую и взяло себЪ второе лицо; а такъ какъ 
подстаканникъ стоилъ 2 руб., то до цфны подстаканника не- 
доставало 80 коп. Но такъ какъ оба лица складывались по- 
ровну, то изъ 80 копеекъ на долю каждаго пришлось по 40 ко- 
пеекъ, которыя долженъ дополучить съ перваго второй. 


39. Цна плодовъ. 


Двое купили У разносчика по одинаковому числу 
апельсиновъ, трое — по одинаковому числу яблокъ 
и шестеро — по одинаковому числу грушъ, при чемъ 
каждый покупавш!Ий платилъ за штуку купленныхъ 
имъ фруктъ столько копеекъ, сколько штукъ онъ 
купилъ. Вс вмЪстЪ заплатили Гр. 73 к. Сколько 
стоить десятокъ яблокъ, грушъ и апельсиновъ? 


Е 


о рн 
й 
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Рьшеше. Пусть х есть цна апельсина, у цЪна яблока и 2 цЪна 
груши. По услов1ю задачи: 


2%2--3Зу2--62*=173 или 2%2--З(у2--222)=173. 


Разсматривая послфднее уравнен!е какъ неопред$ленное съ не- 
извЪстными 2? и у2--22?, найдемъ для послЪднихъ слъдующя 
значеня: 

12—=85—34, 
--22=1--2 
гдЪ +— цфлое число. 

Такъ какъ х должно быть числомъ цфлымЪ, то, какъ не трудно 
усмотрФть, & можеть принимать только значення #=7, 12, 20, 
23, 27, 28. СоотвЪтственно этому х=8, 7, 5, 4, 2, 1. 

Разсматривая уравнен!е у?--22'=1--2{ при вышеуказанныхь 
значенняхъ $ увидимъ, что оно допускаетъ цфлыя рЪъшемя: 


у=3З, 1—4 (при 11—20); у=5, 2—4 и у=7, 2—2 (при {—=28). 


Такимъ образомъ найдемъ три рьшен1я: 1) 5к.зЗк.и 4К.; 
2) 1к.,5к.и4к.и 3) 1к., 7к.и 2 к. 


40. Снольно времени показывали часы? 


За цфлыя сутки стЪнные часы опускаются на 
312 лин!й. Заводятся они ежедневно въ 12 часовъ 
дня. Сколько времени показываютъ часы, если из- 
вЪстно, что они пробили столько разъ, на сколько 
лин]й одна гиря была выше другой? (Часы бьютъ 
только часы, но не бьютъ получасовъ.). 


Рьшене. Ходовая гиря опускается за каждый часъ на 
312 .. 
>1=13 лин!й; боевая же гиря съ каждымь ударомъ опускается 
на 312 
13.12 
*) Такъ какъ оть 12 часовъ дня до 12 часовъ ночи, т.-е. въ течене 
12 часовъ, будетъ сдфлано ударовъ 1--2--3-...- 12, т.-е. НЕ, 12=13.6, то 
въ 24 часа, т.-е. вь цфлыя сутки, ударовъ будетъ вдвое больше, то-есть 
13.6.2=13.12. СлЪфдовательно, въ 1 часъ гиря опустится на с 5 =2 лиши. 


—2 лини *). Пусть часы пробили х ударовъ. Тогда 
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ходовая гиря опустилась на 135% лин, а боевая опустилась 
ы е 
на (1-х)х. Это видно изъ слЪдующихъ разсужден!й: начиная 


съ 12 часовъ, боевая гиря послЪ каждаго удара опускается на 
2 лин!и; всего же ударовъ было пробито: ‘ 


12+ 3-+...-%... (1) 
(1-х 


Сумма членовъ этой прогрессфи равна х; а такъ какъ 


посл каждаго удара гиря опускается на 2 лин!и, то по окон- 


(1--х)х 
2 


чан!и боя она опустится на 


.2, т.-е. на (1--х)х лин. 


Такимъ образомъ будемъ имЪть слЪдующее ур-йе: 13х— (1-Е 2)= 
=-Е5%, изъ котораго найдемъ: х=11! или д=13. 

Но х=-13 не годится, такъ какъ наибольшее число часовъ 
равно 12. СлБдовательно, часы показывали 11 часовъ. 


41. Ноторый часъ? 


Двое часовъ бьютъ въ одно и то же время. Было 
всего услышано 19 ударовъ. При этомъ извЪстно, 
что первые часы отстаютъ отъ вторыхъ на 2 секунды; 
промежутокъ между послЪдовательными ударами пер- 
выхъ часовъ равенъ 3 секундамъ, а вторыхъ — 4 се- 
кундамъ. Который часъ? 


Ръшене. Пусть х-ый ударъ первыхъ часовъ совпадалъ съ у-мъ 
ударомъ вторыхъ часовъ. Тогда до х-го удара первые часы били 
въ продолжене 3(1—1) секундъ, а вторые часы — въ продол- 
жен1е 4(у—1) секундъ. 

Такъ какъ первые часы отстаютъ оть вторыхъ на 2 секунды, 
то 4(у—1)—3(т—1)=2 или 4у—Зх=3. 


Рьшая послЬднее ур-е, какъ неопредфленное, имЪемъ: 
1.=7; | 24=11; 
у›=6; | у:=9. | 


Изъ этихъ р.шен!й видно, что удары совпадаютъ слЪдующимъ 
образомъ: 3-й ударъ первыхъ часовъ съ 3-мъ ударомъ вторыхъ, 
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7-й съ 6-мь и 11-й съ 9-мь. СлЪдовательно, между двумя по- 
слъдовательными совпаденями ударовъ обоихъ часовъ первые 
бьють 3 раза, а вторые 2 раза и что совпадений было 3. Въ ДЬЙ- 
ствительности же ударовъ было: 19--3=22; отсюда находимь, 
что часы показывали: 22:2=11 часовъ. 


42. Цфна чая. 


Два торговца купили по нЪсколько фунтовъ чаю, 
‚ при чемъ каждый изъ нихъ заплатилъ за каждый 
фунть по столько рублей, сколько фунтовъ чаю 
онъ купилъ. Весь купленный чай они продали, 
первый — за 28 руб., а второй — за 14 руб.; 
при этомъ первый торговецъ получилъ столько рублей 
прибыли, сколько фунтовъ чаю купилъ второй, а 
второй получилъ прибыли столько рублей, сколько 
первый платилъ за каждый фунтъ. Сколько фунтовъ 
чаю купилъ каждый торговецъ? 


Рьшене. Пусть первый торговецъ получилъ 1 фунтовъ чаю, 
а второй у фунтовъ. Тогда, изъ условйЙ задачи, будемъ имЪть 
уравнен!я: 


?--у=28...() и Уя=м... (2) 


-Складывая оба ур-1я почленно и прибавляя къ каждой части 
.. . 1 .. 
полученной суммы по’, найдемъ: 
1,1 1 1\2 1\2 85 
2 2 И Ко м 2 м. 
-уу-я-+4=425 или (2+5 +( 9+5) 5 
Отсюда, умножая обЪ части послЪдняго равенства на 4, получимъ: 


(22-1) (2у-51)*=170 ... (3) 


Изъ ур-1я (3) заключаемь, что число 170 составляетъ сумму 
квадратовъ двухъ нечетныхь чиселъ, которыя не равны между 
собой, такъ какъ половина 170 не есть точный квадратъ. СлЪдо- 


вательно, одно изъ нихъ больше У85, т.-е. больше 9, и меньше 
У 170, т.-е. меньше 13. (Число не будетъ равно 13, потому что 
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тогда другое число равнялось бы единиц$, а слЪдовательно, 
у было бы равно 0). 

Такимъ образомъ, остается одно значен!е для нечетнаго числа 
2х--1, именно 11. Откуда х=5 и у=3. 


43. Интересный случай. 


Три торговца продавали одинаковыя вещи. У пер- 
ваго было 10, у второго 16, а у третьяго 26 вещей. 
Въ первый день продажи каждый изъ торговцевъ 
продалъ только часть своихъ вещей, при этомъ всЪ 
они продавали въ этотъ день вещи по одинаковой 
цфнЪ, не мЬнявшейся въ течен!е всего перваго дня. 
На второй день цфна на вещи сильно упала, и тор- 
говцы, опасаясь дальнЪйшаго пониженя цфны, рас- 
продали остальныя вещи, опять по одинаковой ЦЪНЪ. 

Въ результат оказалось, что они выручили отъ 
продажи вещей одинаковыя суммы, а именно по 
35 руб. 

Сколько вещей каждый изъ торговцевъ продалъ 
въ первый и во второй день, и по какой ЦЪНЪ они ихъ 
продавали? 


Ртьшене. Нетрудно сообразить, что первый торговецъ въ первый 
день продалъ вещей больше, чфмъ каждый изъ остальныхъ тор- 
говцевъ (въ противномъ случа сумма, вырученная первымъ, 
была бы меньше суммы, вырученной двумя другими торговцами). 
На томъ же основан!йи второй торговецъ въ первый день продалъ 
вещей больше третьяго. Обозначимъ черезъ х, уи 2 — числа 
вещей, проданныхь торговцами въ первый день, черезъ р — 
цфну на вещь въ первый день, а черезь 9 — цфну на вещь во 
второй день. | 


Тогда, по услов1ю задачи, 
р2+-4(10—2)=35; ру+-9(16—у)=35; р2-4(26—2)=35 


или (р—9)2+104=35. .. (1), (р—9у-+169=35. .. (2), 
(р—9) г 264=35. .. (3). 


1 
г. 
} 
$ 
з 
& 
> 
4 
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Вычитая ур-е (3) изъ ур4я .) изъ ур-я (2), получимъ: 
(р—49)(1—2)=164. .. (4) и (р-9)(у—8)=104. .. (5) 
Дьля ур-1е (4) на ур-е (5), будемъ имЪть: 
(1—2): (у—2)=8:5. .. (6) 


Далфе, замЪфтивъ, что д, уи 3 должны быть цБлыми числами, 
можемъ написать, что х—1=8 и у—2=5 Т.е. х=2-81 и 
у=2--54... (7), гдЪ +— цБлое положительное число, такъ какъ 
хиу больше 2. 

ВслЪдств1е того, что х>10, найдемъ, что 2-81<10. 

ПослЪднее неравенство удовлетворяется только при 5=| и 

Подставляя эти значен!я въ ур-Ёя (7), получимъ: 


х=9, у=би &=1. 


Отсюда безъ труда найдемъ, что цфна вещей въ первый день 
была 3 руб. 75 коп., а во второй 1 руб. 25 коп. 


44. Снольно лЬть мальчику? 


Одинъ мальчикъ прожилъ столько буднихъ дней, 
сколько мать его прожила воскресений; столько сутокъ, 
сколько отецъ прожилъ недЪль, и столько мъсяцевъ, 
сколько бабушка его прожила лЪтъ. ВсЪмъ имъ безъ 
мальчика 100 лЪтъ и 4 дня. Сколько лЪтъ мальчику? 


(1 годъ=365 дней=52 недЪли=12 мъсяцевъ). 


Рьшщеве. Пусть х будеть искомое число лЪть, прожитыхъ 
мальчикомъ. Тогда, по услов!ю задачи, имфемъ, что мальчикъ 
прожилъ: хлЪтъ, или 3654 дней, или 525 недЪль (или воскресен!й), 
или 12% мЪсяцевъ. слЪдовательно, мальчикъ прожилъ буднихъ 
дней 3655—52х=31345; кромЪ того, сутокъ всего онъ прожилъ 
365, а мьсяцевъ 525; слЪдовательно, мать прожила 3135 воскре- 
сен!й, т.-е. 3131.7 дней, а отецъ прожилъ 365х.7 дней; 6а- 
бушка же прожила 125.365 дней. Поэтому мать, отецъ и ба- 
бушка прожили всего дней: 313. 75-365 . 75-12. 3651, то-есть 
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2191х--25555--43805% или 91265. По услов1ю задачи, это число 
дней должно равняться 100 годамъ съ четырьмя днями, то-есть 
36504 днямъ; поэтому 91265=36504. Отсюда, 1=4. 


45. Сколько мнЪ лЬтЪ? 


Я родился 6-го сентября и въ 1892 году праздно- 
валъ свое рожден!е |-го августа; при этомъ надо за- 
мЪтить, что я праздную не годовщину рожденя, 
а тысячеднев!е. Сколько мнЪ лЪтЪ? 


Ръшенще. Съ 6-го сентября по 31-е декабря включительно 
117 дней; съ начала 1892 года по 1-е августа 213 дней; если на- 
зовемъ число полныхъ лфтъ, прожитыхъ лицомъ до перваго висо- 
коснаго года, черезъ 1, а начиная съ этого високоснаго года да 
начала 1892 года, число четырехльтй, по 1461 день въ каждомЪ, 
черезъ у, то будемъ им$ть: 


117--3654--1461у--213=1000п, ... (1) 


гдЪ п число цфлое. 

Число х можеть имЪть только значения 0, 1, 2и 3. При 1=0 
уравнене (1) даеть наименьшее значене у=470, что по услов!ю 
задачи невозможно. При 1=1 находимъ у-=5, 1005, 2005 ит.д.; 
изъ этихъ значен!й только первое даетъ отвЪфтъ на предпожен- 
ный вопросъ. При х=2 наименьшее изъ значенй уесть 540, а при 
1=3 имЪемъ для у рядъ значенй 75, 1075, 2075 и т.д. Ни одно 
изъ нихъ не удовлетворяеть услов1ямъ задачи. Итакъ, имЪемъ 
лишь одно возможное ршене х=1, у=5, п=8. 

Отсюда уже нетрудно найти, что данное лицо родилось въ 
1870 году. 


46. Сколько мнЪ лЬтЪ? 


Мнь въ 1906 году было столько лЪтЪ отроду, сколько 
единицъ въ числЪ, составленномъ двумя послЪдними 
цифрами того года, въ которомъ я родился. Сколько 
МНЪ ЛЬтъь? 


`Рьшенле. Обозначимъь двЪ послЪдн!я цифры года, въ который 
родилось данное лицо, черезъ х и У. Тогда возрасть пица 
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будетъ: 10х--у. Если лицу больше шести лЪть, то онъ родился 
въ ХПХ вЪкЪ, и его годъ рожден1я можно обозначить черезъ 
1800--10х-Н у; такъ какъ въ 1906 году лицу было 10%-Ру лЬтъ, 
то, вычтя изъ 1906 годъ его рожденья, будемъ имЪть искомый 
возрастъ. Сл довательно, 


1906— (1800--105-у)=10х-[у, 
или, по упрощеши, 106=2(105- у), 
ИЛИ 105-+у=1°=53. 


Отсюда заключаемъ, что х=5, у=3, т.-е. что лицу 53 года. 


Предположен!е, что лицо родилось послЪ 1900 года, даетъ от- 
въть: 3 года. 


„« 


49. ПЪшеходъ и трамвай. 


ПЪшеходъ, идя вдоль лин!и трамвая, черезъ ка- 
ждыя 4 минуты встр$чаетъ вагонъ трамвая, а черезъ 
каждыя 12 минутъ его нагоняетъ вагонъ. Зная, что 
пъшеходъ и трамвай движутся равномфрно, опре- 
дфлить, черезъь как!е промежутки времени отходятъ 
вагоны со станщи. 


Рьшене. Пусть вагонъ трамвая въ | мин. проходитъ разстоя- 
не 9, а ПЪшеходъ 9, и пусть а есть разстоян!е между 
двумя послфдовательными вагонами трамвая, тогда, по услов1ю 
задачи, 49--49.=а и 129—120, =а. Отсюда имЪемъ: 49-49, = 


| 
=12%—129., что даетъ: 1—5’ Т.-6. пЪъшеходъ движется вдвое 
медленнЪе трамвая. 


Пусть со станши вышелъ одинъ вагонъ; слёдующ!й вагонъ 
долженъ выйти со станщи послЪ того, какъ предыдущш!й пройдетъ 


. Г [7 
разстояне а, это разстояше вагонъ проходить въ - мин. Отсюда 
в 


. а 
видимъ, что, вычисливъ выражен!е 5’ Мы отвЪтимъ на вопросъ 


задачи, т.-е. найдемъ, черезъ какой промежутокъ времени вы- 


о 
ходять вагоны со станШи. Поэтому, вставивъ выражен!е 1—5 


— 44 — 


. ф а 
въ ур-1е 49--49,=а, попучимъ: 49-4, —а; откуда 5—6, т.-е. ва- 


гоны выходятъ со станщи черезъ 6 минутъ. 


48. Вто на комъ женатъ. 


Три лица А, Ви С вмЪстЪ со своими женами О, ЕиЁЕ 
купили по нфсколько вещей, при чемъ каждый изъ 
этихъ шести лицъ‘заплатилъ за свои вещи столько 
рублей, сколько онъ вещей купилъ. Каждый мужъ 
заплатиль противъ своей жены на 63 рубля болЪе. 
А противъ Е купилъ на 23 вещи боле, а В противъ В 
‚ платилъ за каждую вещь 11-ю рублями дороже. Кто 
на комъ женатъ? 

Ръшене. Если одинъ изъ мужей купилъ, напр., х вещей, то, 
по услов!ю задачи, онъ заплатилъ за нихъ 22 рублей. Если его 


жена купила у вещей, то она заплатила за нихъ у? рублей. 
Разница 1—9? равна, по услов!ю, 63 руб. ЗамЪтивъ, что 


#—у—=(х--У)(т—У), 
будемъ им$ть: (ху) (х—у=63. .. (1) 


Такъ какъ 63=63.1=21.3-==9 . 7, то ур-1ю (1) можно удовле- 
творить, сдфлавъ одно изъ слфдующихь трехъ предположенвй: 


2, у,=63 ЛИ 2.521 ЛИ а.--Уз=9 ‚ (2) 
1—9: =1 1,—У=3 д3—:=7 
Изь этихь трехъ ур-Шй получаемъ соотвЪтственно 

х\=32 Х.=12 Хз=8 (.. (3) 

у=31 | Уз=9 | Уз=1 


Такъ какъ, по услов1ю, А купилъ 23 вещами болЪе Ё, то онъ 
не могъ купить ни 12, ни 8 вещей; слЪдовательно, онъ купилъ 
32 вещи. Число вещей, купленныхъ ЕЁ, меньше чЪмъу А на 23, 
т.-е. равно 9. 

Такимъ образсмъ заключаемъ, что А купилъ д, вещей, а Ё ку- 
пила у, вещей. 

ДалЪе, по условю, В платилъ 11 рублями дороже, чфмъ В 
за каждую вещь, слфдовательно, онъ не могъ платить 8 рублей, 
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а заплатилъ 12 рублей. Р платила на 11 рублей меньше, слЪъдова- 
тельно, она платила 1 рубль. Такимъ образомъь В купилъ х, ве- 
щей, а О купила у, вещей. СлЪдовательно, 2, выражаетъ число 
вещей, купленныхь мужемъ С, а у, число вещей, купленныхъ 
женой Р, и таблица принимаетъ видъ: 

х,=32(А) | х,=12(В) | =8(С)| _. (4) 

у. =ЗЦЕ). у›=9(Е) | у,=1(Р) 


Изъ таблицы видно, что А женать на Ё, В женатъ на Е, 
а С—на Ш. 


49. Награды чиновниковъ. 


Чиновникъ, — награду за ревностную службу, по- 
лучилъ за каждый прослуженный имъ годъ столько ру- 
блей, сколько прослужилъ кътому времени (т.-е.ко вре- 
мени получен!я награды) полныхъ лЗтъ. ВскорЪ послъ 
выслуги 25 лЪтъ онъ получилъ, по такому же расчету, 
вторую награду на 147 руб. болЪе первой. Наконецъ, 
при выходЪ въ отставку, ему и его сослуживцу дана 
была подобная же награда, и онъ получилъ на 75 ру- 
блей болЪе своего товарища. Сколько лЪтъ прослу- 
жили чиновники, когда и въ какомъ разм5рЪ они 
получили награду? | 

Рьшене. Пусть х и у числа лзть, прослуженныхъ чиновни- 
ками. Тогда изъ условЙЙ задачи найдемъ, что 


2?—92=75, откуда (2+)(5—У=75. 


Но хи у должны быть числа цфлыя и притомъ х>25. СлЪдова- 
тельно, сумма х--у, будучи дЪлителемъ числа 75, должна быть 
больше 25. Такимь дЪлителемъ будетьъ только число 75; поэтому 


х-у=175 и —У=1. 
Отсюда получимъ: х=38 и у=37. 
Обозначая далЪе черезъ & и и числа лЪтъ, соотвЪтственно про- 
служенныхъ чиновникомъ до получен1я первой и второй наградъ, 


имЪемъ: 
22—и?=147, откуда (2и)(2—и)=147. 
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Такъ какъ 38> у> 25 итакъ какъ 2-- и есть дълитель числа 147, 
то такой дЪлитель, заключаясь между числами 25 и 75, будетъ 
только 49; поэтому 


и=49 и з—и=З3. 


Отсюда находимъ, что :=26 и и-23. 

Такимъ образомъ первый чиновникъ прослужилъ 38 ЛЬть, а его 
товарищь 37 лЪтъ, при чемъ первый чиновникъ получилъ первую 
награду, прослуживъ 23 года, а вторую —- прослуживъ 26 лЪтъ. 

Награды, полученныя чиновниками, будуть соотвЪфтственно: 

2*=529 руб., и=676 руб., х2=1444 руб. и у?=1369 руб. 


у 


Уравненя. 


50. РЬшить уравнене | 
(14 1)(=+-2)(52+3)(#+4)= 120. 
Ртьшеще. Представимъ данное ур-1е въ видъ: 
(2-51) (2-4) (2+2) (2+ 3)= (5+4) (2 --52--6)=120. 
Обозначая далЪе х’5х черезъ у, получимъ: 
(у--4{у-+-6)= у 10у-+-24=120. 


Отсюда /2--10у—96=0. 
Дальнфйшее рфшен!е понятно. 
—5--/ 39 


51. РЬшить уравненше 
яж (х—1)*= 17. 


Рьшевще. Представимъ данное уравнен!е въ видф: 
1 1 4 4 
Полагая 2—5=9, будемъ имЪть: 
1\4 1\4 1\? 1\2 
(учу или (зчнуч | +(У-уча] =. 


Возводя послфднее уравнен!е въ квадратъ, приводя подобные 
члены и упрощая, получимъ: 


2у\+3у'—165=0. 
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Дальнфйшее рфшенйе понятно. 

Отв. 1.=2; 2=—1; жщ= 2 
52. РЪЬшить уравнен!е 


3 
Их—1=25—7. 


3 
Решение. Представивь ур4е въ видф: Уз—1=5—1-—6, и 


полагая у, найдемъ, что 1 уз, а потому данное урав- 
нен1е приметь видъ: 


у=у—6, или у3—у=6, или у(у--1)(у— 16. 


Отсюда (у—1).у. (У-+1)=1.2.3. 

Изъ полученнаго уравнен!я видно, что одно изъ значенйй 
у равно 2. (ДЪйствительно, лЪвые множители послфдовательно 
возрастаютъ на единицу, правые также, слЪдовательно каждый 
множитель лЬвой части соотвЪтственно равенъ множителю правой.) 

Зная одинъ изъ корней ур-1я у3—у=6, легко найдемъ остальные, 
понизивъ степень уравнен1я на единицу. 


Отв. 1.=9; х..=6- 3. 
53. РЬшить уравнен!е 
3-42 - 6%-4=0. 


Рьшене. Такъ какъ въ данномъ уравненйи х не будетъ равенъ 
нулю, то можно ур-1е умножить на х, вводя постороный корень 
х=—=0; тогда 

24--423--612--4х=0 


Прибавивъ къ обЪимъ частямъ послЪдняго равенства по еди- 
ницф, найдемъ: 


4 — 
2^--423--622--4х--1=1 или (х--1)4=1, откуда х--1 1=И 1. 


Отсюда найдемъ: 1,=0; х,=—2; д,4=— 1-3. 


Корень х=0 посторонн!й и не удовлетворяеть ур-Шю, осталь- 
ные же корни принадлежать ему. 


11/15. 
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54. РЬшить уравнен!е: 

285. 37-8 — 57? 789. 
23Х. 325 5%. 72 


Ртьшене. Представимъ ур-1е въ видЪ д вс откуда 
23%. 37, 73% 72а, 3з [23 7) 7°. 33 
— — . ИЛИ — — - . 
57 5" 52 


Логариемируя полученное равенство, найдемъ: 


1 А) в (7 
5 5 52 


послЪ чего, по таблицамъ логариемовъ, вычислимъ значене х. 


55. Задача Эйлера. 


Опред$лить ращшональныя значеНмя для хи у 
въ уравнени 
20° — 1". 


Рьшене. Пусть у=ах, тогда (ах’=х“; отсюда будемъ 
иМЬТЬ: 42=25°; далЪе, дЪля на х, получимъ: а=х“\", откуда 
в—1 1 
х=Иа=а“". 


4 


Слфдовательно, у=ах=а“-". 


| п-- 1 
Пусть =” тогда а=——_, а потому 


(в -+1\” __[п-Е1 "+ 
("и у"). 


п 


А. Ляминъ. Физ.-Мат. Хрест. Т.П. 4 


Алгебраическле парадоксы, 


«Математика, болЪе, чфмъ какая-либо другая наука, отличается 
строгостью своихъ выводовъ*). Математическ1е методы основы- 
ваются на безусловно точной терминолог!и, на ясномъ изложени 
основныхъ принциповъ, а также на строгой послЪдовательности 
своихъ умозаключешй. Въ силу этого математика не допускаетъ 
ни бездоказательныхъ посылокъ, ни произвольныхь предположе- 
Нй, ни какихъ-либо уклоненйй оть намфченнаго плана доказа-. 
тельства, ни сбивчивости понят. Воть почему математика`и 
является однимъ изъ могучихъ ору культуры ума. 

Но, оказывая столь важныя услуги въ области умственнаго 
развит!я, математика требуетъ, чтобы ея выводы совершенно не 
принимались на вЪфру; каждый математикъ долженъ разъ на- 
всегда отказаться отъ слЪпого подчинен!я авторитету этой науки, 
оть всякой наклонности къ традищюннымь взглядамъ и уяснить 
себъ до малЪйшихъ подробностей истинный смыслъ ея положений, 
угрожая въ противномъ случаЪ поставить его въ крайн!я противо- 
рЪч!я, привести его умозаключен!я къ абсурду при всей кажу- 
щейся ихъ правильности, что обыкновенно и бываеть съ тЪми, 
кто еще не вполнЪ усвоилъ основные догматы математическаго 
учен!я». | 

Приводя въ настоящемъ отдЪлЪ наиболЪе распространенные 
алгебраическ1е парадоксы, постараемся по возможности разо- 
браться въ тЪхъ общихъ логическихъ ошибкахъ, которыя встрЪ- 
чаются при ихъ доказательствЪ. 


*) Текстъ, отмфченный кавычками, заимствованъ, съ нфкоторыми измЪ- 


нен!ями, изъ книги Обреимова «Математические софизмы». 


зая х 


оны и 


СИР ЗАЧ рук уче. ДЕМИН > 
` 
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Наиболфе часто ‘при доказательствЪ софизмовъ встрчаются 
ошибки, зависящ]я отъ неправильнаго построен1я или употребле- 
н1я такъ называемой малой посылки. Въ этомъ случаЪ логическое 
противорЪч1е обыкновенно маскируется незамфтнымь допуще- 
н1емъ нЪкотораго обратнаго, кажущагося очевиднымъ, предполо- 
женя или прим$нен1емъ, повидимому, правильнаго процесса . 
алгебраическихь дДЪйствЬй, хотя бы это примнен!е было 
въ дЪйствительности недопустимо. 

Эти ошибки заключаются въ дфлен!и обфихъ частей тЪхъ или 
иныхъ изъ получаемыхъ равенствъ на нуль, въ извлечен!и изъ 
нихъ квадратныхъ корней безъ всякихъ оговорокъ о двойствен- 
ности получаемыхъ результатовъ, въ допущен!и, что всякое дЪй- 
ствительное количество при положительномъ основан!и иметь 
логариемъ и т. п. 

КромЪ того, темой для алгебраическихъ парадоксовъ спужать 
и безконечные расходяшйеся ряды. Неправильные результаты 
доказательствь получаются обыкновенно вслфдств!е того, что 
свойства сходящихся рядовъ молчаливо примфняются и къ рас- 
ходящимся рядамъ. Въ этомъ случаЪ больше всего пользуются 
при выводахъ такъ называемымъ гармоническимь рядомъ. 

Перейдемъ теперь къ доказательству софизмовъ. 


Всякое количество равно нулю. 


Пусть мы имЪемъ нфкоторое количество а, не равное нулю. 
Положимъ, что а=В. 

Умножая обЪ части равенства на а, попучимъ: а?=а6. 

Вычитая по 6? получимъ: а?—6?=06—6?2, или, разлагая на 
множителей: = 


(а--5)(а--5)=6(а—). 
ДЪля обЪ части равенства на а—6, найдемъ: 
а--6=6; откуда а=р—ф=0. 
Такимъ образомъ а=0. 


` Разъясневе. Ошибка заключается въ томъ, что мы раздЪлили 

равенство (а--5)(а—5)=5(а—) на а 6; по услов!ю, этотъ дфли- 

тель равенъ нулю, а на нуль, какъ извЪстно, сокращать нельзя. 
4* 
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Квадратъь любого количества есть единица. 
74 
Положимъ, что У 
Изъ услов1я слЪдуетъ, что Из=Уу. _ 
Вычтя изъ равенства х=у равенство Из=Иу почленно, по- 
лучимъ: д—Из=у—Иу. .. (1) 


Прибавивъ къ обЪфимъ частямъ послЪдняго равенства по выра- 
жен!ю Из, получимъ: 


_ 2—Уз+Из—у-=у Иу+И зу... (2) 
или, приводя подобные члены, 
—у=И=—Уу... (3) 


ДалЪфе, разлагая на множителей лЪвую часть равенства (3), 
будемъ имЪть: 


(Из+ИуУ=—Иу=У=—Иу. .. (4) 
посл чего, дЪля обЪ части равенства (4) на Из—Иу, найдемъ: 
Из+Уу=1. .. (5) 
А 
Но, по услов!ю, 2=у—>, слЪдовательно 
И та 71? 
Уз=Уу=И > 


Подставляя въ равенство (5) найденныя значенйя для Ихиуи у, 
получимъ: 


_—_ _ т? 71? 
Я ——- ——— т? =1|. 
Из+Иу=> +5 
Такимъ образомъ 712—1. 


Разъяснение. Ошибка въ переходЪ отъ равенства (4) къ ра- 
венству (5). Выражене Из—Иу=0. 


—.— 


и еарьмыныя 
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ВСБ числа равны между с0б0й. 


Положимъ, что т не равно п. 
Такъ какъ 


т — Эти т? —тп--т?. .. (1) 


‘то (т— п) =(п—т)?... (2) 


Извлекая изъ обфихъ частей равенства (2) квадратный корень, 
получимъ: 
т—п=п—т... (3) 


Откуда т+-т=п-п, или 2т=2м. 


ДЪля послЪднее равенство на 2, будемъ имЪть окончательно: 
т%= п. 
Разъяснене. Ошибка сдЪлана при переход$ оть равенства (2) 
къ равенству (3). Разности т—пи пт равны между собой только 
по абсолютной величинЪ, но знаки этихъ разностей противопо- 
ложны; вЪрно одно, что равны между собою ихъ квадраты, то-есть 
что равенство (2) правильно. 


Два неравныхъ количества равны между собой. 
Пусть а>5. 
Напишемъ тождество 
—46=— аб, или (—4).6=а. (—5)... (1) 
ДалЪе представимъ количества (—а&) и (—65) въ слЪдующемъ 
виДЪ: 
—а=6—а—6=Ь—(а-+5) 2)” 
—6—=а—6—а=а—(а-+в)|``` 


Тогда тождество (1) можно переписать такъ: 
[6— (а--5)]6=[а— (а ] а... (3) 
или, раскрывъ скобки, 
6°—В(а--5)=а*— а(а-ЕЬ), ... (4) 
Б(а--5) ‘а(а--5). 


— =@2—2 


я 2 


или 2—2. 
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Прибавивъ къ обЪфимъ частямъ послфдняго равенства по вы- 


, а 6\? 
ражен!ю (=> ‚ будемъ имть: 


Ь(а--5) /Га-ь а(а--5) /а--Б\? 
2__ —ы——— 2__ —ы—ы—-- — ———=—=—ы ® ® ® 
7—2. + 2 >) 2—7 + 2 БИ 
откуда ( —_ >”) = (“> .. (6) 


Извлекая изъ обЪихъ частей послфдняго равенства квадрат- 
ный корень, получимъ: 


. а-- 6 
Отсюда, вычитая изъ обфихъ частей по >, получимъ оконча- 


тельно: 
[1] — @. 


Разъясневе. Ошибка та же, что и въ предыдущемъ доказатель- 
ствЪ. Переходъ отъ равенства (6) къ равенству (7) невЪренъ. 
При извлечен!и квадратнаго корня мы должны были правильно 
представить равенство (7) такъ: 


вот)“ 


и, взявъ (въ нашемъ случаЪ) знакъ (--) въ лЬвой части, въ пра- 
вой части взять знакъ (—) и обратно. 


Изъ двухъ величинъ та, которая больше другой, будетъ 


меньше ея. 
Напишемъ слБдуюця равенства: 
Е и = (1) 
Такъ какъ — 1 всегда равна —1, то 
1“ @ (2) 


—а -а 
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ВслЪдств{е того, что въ равенствЪ (7) произведен!е крайнихъ 
членовъ равно произведеню среднихъ, заключаемъ, что выра- 
жене (2) есть пропорщя. Но во всякой пропорщи, если преды- 
дущ!й членъ перваго отношен!я больше своего послЪдующаго, то 
и предыдущий членъ второго отношен]я больше своего послфдую- 
щаго, т.-е. если 


-а> —а (изъ перваго отношеня), 
то и —а>-а (изъ второго отношенйя). 


Разъяснеще. Равенство (2) не есть пропорщя, такъ какъ про- 
порщей называется равенство двухъ такихъ отношен!й, въ кото- 
рыхъ предыдущее члены или оба больше, или оба меньше по- 
сл дующихъ. 


Другое доказательство предыдущаго парадокса. 


Положимъ вообще, что а>в, и докажемъ, что > а, при этомъ 
будемъ считать а и В положительными. 

Такъ какъ > -аи 6>- №, то, перемножая два неравенства 
одинаковаго смысла, мы получимъ неравенство того же смысла, 
а потому 62> а. 

Отсюда, раздфливъ на 6, получимъ окончательно 


а. 


Разъяснете. Правила о перемножен!и неравенствъ выводятся 
при услови, что обЪ части этихъ неравенствь положительны. 
Поэтому произведенное перемножен!е неравенствь 0>—а, и 
5 > —6 неправильно. 


ВсБ конечныя числа суть нули. Сумма безнонечнаго 
ряда конечныхь величинъ есть нуль. Нуль равенъ без- 
конечности. 


Для доказательства возьмемъ сумму безконечнаго числа рав- 
ныхъ слагаемыхъ и назовемъ ее черезъ 1, тогда 


х=а--а-а-+-... (1) 


® 
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Если начать счеть со второго слагаемаго, то сумма получен- 
‘наго ряда будеть также равна х, а потому 

х=а--х, откуда а=х—1-=0. 
Такимъ образомъ а=0. 


Вставляя найденное значен!е для а въ выражене (1), будемъ 
иИМЪТЬ: ж=—0--0--0--... 

КромЪ того, изъ выражен!я (1) видно, что х долженъ быть | 
равенъ безконечности, тогда какъ, съ другой стороны, онъ по 
доказанному равенъ нулю. СлЪдовательно, 9=со. 

Разъяснеше. Ошибка въ томъ, что при доказательствЪь мы 
оперируемъ съ безконечностью, какъ съ величиной конечной. 
Дъйствительно, замЪтивъ, изъ выраженя (1), что х==оо, мы все-таки 
изъ равенства а= -1—д—00—00 ВЫВОДИМЪ, ЧТО а-==0; а это не- 
вфрно, такъ какъ выражен!е о5— оо есть, какъ извЪстно, вели- 


чина неопредЪленная. 
] 


Сумма безконечнаго; числа нулей есть единица. 


т т 
ИзвЪстно, что —=1. Представимъ выражен!е —-*5Ъ слЪфдую- 
т т 


‚щемъ видЪ: 


Пусть т==со. Тогда 


' АТ, ... 1, 


во с < 


| 
ЗамЪтивъ, что —=0, получимъ окончательно: 


<. 
. 0--0--0---.. =1. 
Разъяснеше. Выражен!е —=1 вфрно при всЪхъ значеняхъ т, 
т 


. Фо) 
не равныхъ нулю и безконечности, такъ какъ выражен!я би= 


являясь выражен!ями неопредЪленными, вообще говоря, не 
будуть равны |. 
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Всякое число въ любой степени есть единица. 


т тп п . 
ИзвЪстно, что у а =а . Сь другой стороны, 


: т разъ 


тп т 1 
тут т тм "ЕНН..)). 
ПД =— 4 — а — 4 


Давая т значен]е безконечности, получимъ: 
1.1 
т тр "(-+—+—+ .. .) п (о 0-0 .. .) 
Уд =а —=а =а"‘^=а =1. 
т / тп п 
Слфдовательно, у а =а”"=1. 


Разъяснеме. Ошибка та же, что и въ предыдущемъ софизмф. 


° Вообще говоря, на 0 и со никогда и нигдф нельзя распростра- 


нять правила, вЪрныя для конечныхь величинъ. 


Всякое. положительное число равно отрицательному, 
съ той не абсолютной величиной. 


ИзвЪстно, что (У —а)?=— а. Съ другой стороны 
(И—а)*=(Ир-—а).(И-а)=У(-а). ([а)=УИча=-а. 
Отсюда слфдуетъ, что —а=-а. 


Разъяснене. Въ алгебрЪ вводится услове, въ силу котораго 
(/ —а)* принимается равнымъ (—4а), тогда какъ, вообще говоря 


(И—а)*=С-а=-а. 


Всевозмомныя положительныя числа суть величины 
отрицательныя, и притомъ безконечно-большя по абсо- 
лютной величинЪ$. 


ДЪля единицу на |—а, мы получимъ безконечное частное: 


ааа аа -рай ... (1) 


1—а _ 
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Полагая въ предыдущемъ равенствЪз а=2, будемъ имфть: 
—1=1--2-22--23+... 
Откуда 1=— (124-224-284 ...)=Ь— оо. 


Давая количеству а всевозможныя значенйя, болышя единицы, 
найдемъ, что любое положительное число есть (— 09), или, что 
то же, любое отрицательное число есть (--оо). 


Разъяснеше. Выражен{е (1) представляеть собой формулу 6ез- 
конечно убывающей геометрической прогресси, у которой пер- 
вый членъ равенъ |, а знаменатель прогресби а. 

Если брать значен1я для а, болышя |, то необходимо до- 
писывать строку (1) до конца, т.-е. брать ее съ остаточнымъ 


частнымъ; 
3 


а? а 
= Тана =. ..И т. д. 


1 
напр. = 1 а-- 


—а 1—а 


Тогда результатъь подстановки вмЪсто а любого значен!я даетъ 
тождество, такъ какъ эти остаточные члены будутъ отрицатель- 
ными и по абсолютной величинЪ большими суммы предыдущихъь 


] 

членовъ на величину |; ВЪ этомь легко УбЪдиться простой 
—а 

подстановкой. 


Два больше четырехъ. 


11 1\2 1 \4 
Очевидно, что 4>те’ Или, что (5 >|) 


Логариемируя послфднее неравенство, будемъ имЪть: 
1 1 
218 (5)>41в (} ... (т). 
1 
ДЪля неравенство (т) на]е (5) получимъ окончательно: 


2>4. 


Точно такъ же можно показать, что 


® ® | 1. 1 
39; 4 16; 4> 5; 9>3 ит.д. 
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Разъясневе. ДЪля неравенство (т) на 1= | 5), МЫ ДОЛЖНЫ ИЗ- 
мънить знакъ неравенства на обратный, такъ какъ = (>)= 
=] 1—1 2=0—15 2=—122, т.-е. 1: (5) есть величина отрица- 


тельная. 


Всяное отрицательное число равно своей абсолютной 
| величинЪ. 


Такъ какъ (-+а)=(—а)?, то 1е а*=1е (—а)?; отсюда имЪемъ: 
218 а=218 (—а) или 16 а=1$ (—а). Но если логариемы равны, 
то и числа равны, а потому 

иа=— а. 

Разъяснеше. Попагая а положительнымъ, и логариемируя 
выражен!е а“, мы тмъ самымъ предполагаемъ основан!е лога- 
риемовъ положительнымъ; а при положительномъ основан!и 
отрицательныя числа не имютъ логариемовъ. Поэтому логарие- 
мировать выражене (—4)? мы не имфемъ права. 


Единица равна двумъ. 


Напишемъ формулу разложен1я бинома Ньютона: 


ры 


(о-в) о" па" 16 ——аЬа--.. -па"1-,.. (1) 


Полагая п=1|, дем ИМЪТЬ: 
(а--5)1=а-Ь--0--0--.. .--0-Ра-ё. 

Отсюда а--6=2а--26 или а-+-6=2(а-Рь). 

ДЪля обЪ части послфдняго равенства на а--, получимъ: 

1=2. 

Разъясневще. ИзвЪстно, что строка бинома имЪетъ и-- 1 членовъ, 
гдЪ и показатель степени бинома. Зная п, надо разлагать биномъ 
по данной формулЪ слЪдующимъ образомъ: 

ь. = —” —(и—2) 


а? зфз-... 
.2.3 и 


(ара тата 
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При подстановкЪ даннаго п въ эту строку самъ собой получится 
членъ, равный нулю, это будетъ (п--2)-ой членъ; всЪ послЪдую- 
я члены будутъ также равны нулю. Подставлять же данныя 
значен!я въ строку (1), ГДЪ конецъ разложен1я имЪеть чисто 
условный видъ, нельзя. 


Ниже приведено нЪсколько парадоксовъ, въ которыхъ пред- 
лагается разобраться читателю самостоятельно; эти парадоксы 
нЪфсколько сложнфе предыдущихъ по трудности найти ошибку 
въ разсуждеши. 


Всякое количество равно нулю. 


Возьмемъ уравнен!е 314^—Зах-- а*=0, въ которомъ а н5которое 
постоянное извЪстное количество. 

Представивъ его въ вид: 31—Зат=—а*, умножимъ обЪ части 
равенства на (—а). Тогда 

—За1*-Зах=а8. 

Прибавивъ къ обЪимъ настямъ полученнаго равенства по 

13—@3, найдемъ, что 
23—Зал*--Зах—а3=43 или (л—а}=48. 


Извлекая изъ обфихъ частей послЪдняго равенства кубичный 
корень, будемъ ИМЪТЬ: 

х—а=#. 

Откуда х—х=а. СлЪдовательно, а=0. 

Такимъ образомъ, не прибЪгая, повидимому, ни къ извлечен!ю 
квадратнаго корня, ни къ дленю на нуль, ни къ какимъ-либо 
другимъ «подозрительнымъ» пр!емамъ, все-таки получили абсурд- 
ный выводъ. ГдЪ же ошибка?. 


Половина равна нулю; нуль равенъ единицЪ. 
Напишемъ строку разложен!я бинома (аб). и имЪтЬ: 


ор И 2 
1.2 _ и 1.2. 


{абиат-т. а" а"—3.фз--... 


ВИ: 
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Положимъ, что а=Ь=! и п=—1; тогда 


(риа. 


Взявъ четное число членовъ послЪдней строки, найдемъ, что 
— 1 
2 —=5=0. ‚ 


Взявъ нечетное число членовъ той же строки, получимъ: 


Такимъ образомъ =0=1. 


Единица равна нулю. 
Всзьмемъ рядъ. 
НН 
который для краткости обозначимъ черезъ ©. Умножимъ числи- 


теля и знаменателя перваго члена на 1, второго на 2, третьяго 
на Зи т. д. Тогда получимъ: 


1234.5 
Зее НЗ” 


Представимъ теперь полученный рядъ въ слЪдующемъ видЪ: 


111,1 
5= ‘3! 720736 


НОНО 

Ня. 

255 "30" .. 

55+... 
Обозначимь сумму перваго изъ написанныхъ рядовъ 
а +. .. черезь 5., сумму второго черезъ $., сумму 


третьяго черезъ 9; и т. д. 
Тогда сумму 5 всего ряда можно представить въ видЪ 


5=5 45.45. 5-... 


1 т г| | 
ДалЪе, такъ какъ 3 1-5 —5, 8 6 
1 11.1 | 
ю) БЕН + . = [1+5 
Отсюда 25,=1--5:, что даеть 5. =1. 


| | ре 
Замфтивъ, что 93=51—5; 93=92—; 94=93—15 ИТ. д., най- 


демъ, что 9,=1—5=,; 5:=5— 


Е 1 
_ Поэтому 5=5.-+5,=5.-+5.-.. И С 
или э=5-1; откуда 5—9 =1. 
СлЪдовательно 0=1. 


1 1 
‘Замтьчате. Въ апгебрЪ доказывается, что рядъ 1+ 2+ 5+ 4+. 


(называемый гармоническимъ) есть рядъ расходящийся, т.-е. такой 
рядъ, сумма членовъ котораго при безграничномъ увеличени 
‚числа ихъ, безгранично возрастаеть (см. статью о рядахъ). 


ТР РУАН че ЗеаСлеТАРО К 


°—  Индуссвя задачи. 


Предлагаемыя ниже задачи взяты изъ «Сидхантасиромани»— 
сочинен1я, написаннаго индусскимъ` математикомъ Бхаскара 


` (1141—1225 гг.). 


Составленныя въ пр!ятной поэтической формЪ, эти задачи, 
предлагаемыя въ видЪ загадокъ, служили любимымъ развлече-. 
мемъ индусовъ. Брахмагупта говоритъ: «эти задачи даются 
только ради удовольств!я; мудрецъ можеть найти тысячи подоб- 


_ ныхъ примЪровъ или можеть рЬшать задачи, предложенныя ему 


другими, на основан!и указанныхъ правилъ. Какъ солнце за- 
тмеваеть звЪзды своимъ блескомъ, такъ и ученый Можеть за- 
тмить славу другихъ въ народномъ собранйи, предлагая для р$- 
шен1я алгебраическ!я задачи и, тфмъ болфе, рьшая ихъ. 
Изъ сказаннаго можно заключить, что математика у индусовъ 
была въ большомъ почетф; но въ то время, какъ народъ въ ней 
видЪлъ средство для развлечен!я, ученые полагали ее въ основу 
своего м!ропониман!я. «Я глубоко почитаю математику, потому 
что знакомые съ ней видятъ въ ней средство къ пониман!ю всего 


`существующаго; она есть основан{!е всего видимаго», говорить 


Бхаскара. 

Но помимо алгебраическихъ задачъ, конечно, были въ ходу 
среди народа и задачи ариеметическаго характера. Въ упомяну- 
томь выше сочинен!и Бхаскары, мы находимъ, напр., такую 
задачу: 


Скажи мнЪф, дорогая и прекрасная Лилавати, ты, 
У которой глаза подобны глазамъ молодого оленя, 
какой получится результатъ отъ умножен!я 135 на 12? 
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Подъ именемъ Лилавати, какъ полагаютъ, авторъ подразу- 
мъЪвалъ ариеметику, такъ какъ въ «Сидхантасиромани» глава, 
содержащая ариеметику, носитъ именно такое заглаве. 


Задача 1. 


Пятая часть роя пчелъ сЪла на цвЪтокъ кадамба, 
а третья часть ихъ — на ЦВЪТОКЪ силиндга. Утроен- 
ная разность этихъ двухъ частей роя слетЪлась на 
цвЪты кутая. КромЪ этого, осталась еще одна пчела, 
которая вьется около куста жасмина, привлеченная 
прекраснымъ его запахомъ. 

Скажи мнЪ восхитительная женщина число пчелъ 
роя? 

По услов!1ямъ задачи нетрудно составить уравненйе (1-й сте- 
пени), рЬшая которое, найдемъ, что число пчелъ равно 15. 


Задача 2. 


Третья, пятая и шестая части пучка чистыхъ лото- 
совъ преподнесены богамъ ШивЪ, ВишнЪ и Солнцу. 
Четвертая часть досталась Бавани. Остальные шесть 
лотосовъ отданы многоуважаемому учителю. Скажи 
мнЪ скорЪе число всЪхъ цвЪтковъ? 


Отв. 120. 
Задача 3. 


Изъ числа стаи обезьянъ одна пятая безъ трехъ. 


въ квадратЪ спряталась въ пещерЪ, а одна р$Ъзвится 
въ лъсу. Скажи мнЪ число обезьянъ? 


Задача сводится къ рЪфшеню квадратнаго уравнен!я 
т 2 
|3 --1=х. Отв. 1\.=50 и 1.=5. Второй корзнь не годится. 


Задача 4. 


На кустъь жасмина слет$лись пчелы въ числЪ 


8 
корня квадратнаго изъ половины роя пчелъ, аз всего 
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роя осталась дома. Одна пчелка летаетъ вокругъ 
жужжащаго въ закрывшемся цвфткЪ лотоса неосто- 
рожнаго самца, который попалъ туда ночью, будучи 
привлеченъ пррятнымъ запахомъ. Скажи мнЪ число 
пчелъ роя? 


Задача сводится къ рЬшен!ю квадратнаго уравненйя. Отв. 72. 


Нельзя обойти здЪсь молчанемъ любопытный способъ рЬшеня 
задачъ, которымъ пользовались индусы. Этотъ способъ, носившИй 
назван!е инверци, т.-е. обратнаго дЪйствя, заключается въ томъ, 
что къ отвЪту задачи приходять путемъ дЪйствШ, обратныхъ 
дъйств!ямъ, которыя требуются услов!ями задачи, при чемъ вы- 
полнен]е начинается съ конца. 


Для иллюстращи возьмемъ слЪдующую задачу изъ сочиненя 
Бхаскары: . 


Прекрасная дЪва съ блестящими глазами, ты, кото- 
рая умфешь правильно примфнять методъ инверсии, 
скажи мнЪ число, которое, будучи умножено на 3, 


3 | 
затЪмъ увеличено на у этого произведен! я, раздфлено 


на 7, уменьшено на 3 частнаго, возвышено въ квад- 


ратъ, уменьшено на 52, послЪ извлечен!я квадрат- 
наго корня, прибавлен!я 8 и дфлен!я на 10, даетъ 
число 22 


Составимъ уравнен!е для данной задачи: 


33 3 2 
о | 5248 
7 3 7 ы 
— ——=2 

, 10 
217 2 

ИЛИ И [3-34-32 5248 ы 28 

10 ° 
А. Ляминъ. Физ.-Мат. Хрест. Т. 11. 5 


Ф 
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_ Если рфшать это уравненйе, то производимыя дфйств!я какъ 
разъ и будутъ соотвфтствовать методу инверси, иначе говоря, 
намъ придется произвести вычисленя въ слъдующемъ по- 


рядкЪ: - 
ИН ) 
[Ис . 10—в#+52 |3 .7 я :3, 


послЪ чего найдемъ, что искомое число равно 28. 


Премы быстраго устнаго счета. 


(Возведене въ степень и извлечене корня.) 


Въ первомъ томЪ’ физико-математической хрестоматйи были 
уже указаны пр!емы быстраго счета для четырехъ ариемети- 
ческихъ дЪйствй. 

Теперь разсмотримъ обще способы быстраго возведен!я чиселъ 
въ степень и извлечен!я изъ нихъ корня. — 


Возведене въ степень. 


Разсмотримь сперва способъ быстраго возведешя многознач- 
ныхь чисель вь квадратъ, даюц!й возможность находить всъ 
цифры результата въ послфдовательномъь порядкЪ оть правой 
руки къ лЬвой при помощи самыхъ простыхъ вычисленй. 

Квадратъ двузначнаго числа. Положимъ, что требуется возвести 
въ квадрать н$которое двузначное число, которое предста- 
вимъ въ. видЪ 10-Ра. Тогда 


(106--а)*=10062--2а6.10-Наг. 


Изъ разсмотрЪн!я правой части полученнаго равенства ви- 
димъ, что для нахожден!я искомаго результата надо вычислить: 

1) квадрать цифры единицъ (для нахожден1я цифры единицъ), 

2) удвоенное произведен!е десятковъ на единицы (для на- 
хожден!я цифры десятковъ) и | 

3) квадратъ цифры десятковъ (для нахожден!я цифры сотенъ}. 

При этомъ слЬдуетъ имфть въ виду, что при послЪдователь- 
номъ опредфлен!и цифръ результата. (степени) могутъ получаться 
послЪ выполнен1я указанныхъ дЪйствй и не однозначныя числа; 

5* 


— 68 — 


въ этомъ случаф, написавъ цифру единицъ найденнаго резуль- 
тата, число десятковъ его относять къ слБдующему высшему 


разряду. 


Разсмотримъь примфры. Вычислимъ 29°. 


Единицы результата. .. 9*=81........ 1: (въ ум), 
десятки... 2.9.2=36, да8...44.... 4 (4 вь умБ), 
СОТНИ (еее. 22—=4, да 4... 8. 

Искомый результатъь 841. 


Такимъ же образомъ вычислимъ 8/7. 


Единицы результата... 72=49....... 9 (4 въ умБ), 
десятки..... 8.7.2=112, да4...116.. 6 (11 въ умЪ), 
сотни....... . 82=64, да 11....75.. 95. 

Искомый результатъ 1569. 


Вотъ еще одинъ способъ возведеня въ квадратъ двузначныхъ 
чиселъ: 

Представляя двузначное число въ видЪ 106-Ра и возводя 
въ квадратъ, получимъ: 

(1065-Е а)?=100$2--2а5.10-а*=105.[(106--а)-+а]- а”, т.-е. для 
отыскан!я квадрата двузначнаго числа надо къ данному числу 
прибавить цифру единицъ, умножить эту сумму на цифру десят- 
ковъ и къ полученному произведен1ю, представляющему десятки, 
прибавить квадратъ единицъ. 

Возведемъ по этому способу 47?. Будемъ имЪть послЪдова- 
тельно: 47-7=54; 54.3=162; 72=49; 1620--49=1669. 

Точно такъ же при возведении 94 въ квадратъ получимъ: 


94--4=98; 98.9=882; 42—16; 8820--16=8836. 


Квадратъ трехзначнаго числа. Представляя трехзначное число 
въ видЪ 100с--106--а, будемъ имЪть: 

(100-106 а)*=10000?--26е.1000--(2ас--5?).100--2а5.10-ра*. 

Отсюда видно, что для возведен!я въ квадратъ трехзначнаго 
числа, надо вычислить: 

1) квадратъ цифры единицъ, 

2) удвоенное произведен!е цифры единицъ на цифру десят- 
КОВЪ, 
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3) удвоенное произведен!е цифры единицъ на цифру сотенъ и 
прибавить квадрать цифры десятковъ, 

4) удвоенное произведен!е цифры десятковъ на цифру сотенъ и 

5) квадрать цифры сотенъ. 

Такимъ образомъ, если взять какое-либо трехзначное число и 
возводить его въ квадрать по указанному способу, то легко 
уяснить себЪ и запомнить порядокъ, въ которомъ берутся цифры 
для вычислен!я результата; вкратцф этоть способъ сводится 
къ слЬдующему: опредфляють ‘квадрать первой цифры (цифры 
единицъ), затЪмъ удвоенное произведенйе первой и второй цифры, 
затЪмъ удвоенное произведен!е первой и третьей плюсъ цифра 
между ними, затЪмъ удвоенное произведен!е второй и третьей 
цифры и, наконецъ, квадрать третьей. 


Выяснимъ сказанное на прим$рахъ: 
Опредфлимъ 2472. ИмЪемъ послЪдовательно: 


Единицы квадрата... а... 72=49. „еее... 9 
десятки...2а6...2.7.4=56, да4...60.......... ‚© 
сотни... 24-4... 2.7.2-42=44, даб...50....... © 
тысячи... 26°... 2.4.2=16, да5... 21 иена 1 
десятки тысячъ... с... 22=4, да2...6...... .... ©. 


Искомый квадрать 61009. 


Такимъ же образомъ, возводя въ квадратъ 803, будемъ имЪть: 


Единицы квадрата... а... 32=9. „еее еее. 9 
десятки... 246... 2.3.0=0 (еее ньне. ® 
сотни... 246-12... 2.3.8--02=48 „еее. 8 
тысячи... 256... 2.0.8=0... да 4 еее. 4 
десятки тысячь ... с... 82=64 „еее ьне и + 64, 


Искомый квадратъ 644809. 


Общий премъ возведеня въ квадратъ многозначныхь 
чиселъ. 


Способъ, по которому мы возводили въ квадратъ двузначныя 
и трехзначныя числа, обладаетъ общностью, т.-е. можеть быть 
примфняемъ къ опредфленю цифръ результата при возведени 
въ квадратъь любыхъ цфлыхъ чиселъ. 
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`Въ этомъ легко убЪдиться изъ разсмотрЪн!я общей формулы 
для возведен!я въ квадратъ многозначнаго числа. Взявъ, напр., 
четырехзначное число 10004 -- 1006-- 105-- а и возводя его въ квад- 
рать, получимъ послЪ н$фкоторыхъ преобразованй, слъдующй 
результатъ: | 


4?.1000000--2с4.100000-- (26с-+ с*).10.000-- (2аа--26с).1000-- 
--(2ас--5?).100--2а5.10-На?, 


изъ котораго можно видЪть, что законъ для опред$лен!я посл$до- 
вательнаго ряда цифръ результата будетъ такой же, какъ и при 
опред$лен!и цифръ квадрата трехзначнаго числа. 

Опредфлене цифръ результата по указанному пр1ему для 
устныхъ вычисленй значительно удобнЪе обыкновеннаго спо- 
соба. 

Для того, чтобы этотъ премь примфнять безошибочно къ лю- 
бому частному случаю, слфдуеть только запомнить порядокъ, 
въ какомъ берутся цифры для получен!я искомаго результата. 
Порядок этоть слЪдующИй: 

) Цифра единицъ результата получается отъ возведеня 
ВЪ ры цифры единицъ даннаго числа. 

2) Цифра десятковъ получается отъ удвоеннаго произведен!я 
цифры единицъ числа на цифру его десятковъ. 

3) Для получен!я цифры сотенъ результата множатъ первую 
цифру числа (цифру единицъ) на третью (цифру сотенъ) и при- 
бавляють квадрать цифры между ними (цифры десятковъ). 

4) Для получен!я цифры тысячъ результата множать цифру 
единицъ числа на цифру его тысячъ (первую цифру на четвертую), 
затЪъмъ умножають цифру числа, стоящую влЪво оть цифры еди- 
ницъ на цифру, стоящую вправо ОТЪ цифры тысячъ (вторую на 
третью) и, удвоивъ полученные результаты, складывають ихъ. 

5) Далье, если въ числЪ болЪе чЪмъ четыре цифры, то для 
получен!я пятой цифры результата умножаютъ первую цифру 
числа (цифру единицъ) на пятую, затЬмъ послфдовательно мно- 
жать цифру числа, стоящую влфво отъ первой на цифру, стоя- 
щую вправо отъ пятой, удваивають полученныя произведеня 
и, взявъ квадрать цифры между ними (третьей), складываютъ 
результаты, 


Ч 9 с 
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Для полученя послЪдующихъ цифръ результата. поступають 
по предыдущему, т.-е. умножая, напр., седьмую цифру числа 
на первую, множать затЪмъ послфдовательно цифру, стоящую 
влЪво отъ первой, на цифру, стоящую вправо отъ седьмой, цифру, 
стоящую влЪво отъ первой черезъ одну, на цифру, стоящую вправо 
оть седьмой, черезъ одну и т. д., послЪ чего полученныя про- 
изведен!я удваиваютъ и складывають; если въ срединЪ остается 
одна цифра (какъ, напр., въ данномъ случаЪ четвертая), то берутъ 
квадратъ ея и прибавляють къ суммЪ ране полученныхъ удвоен- 
ныхъ произведенй. -_ 

_ ‚Гакъ поступають до тъхъ поръ, пока не дойдутъ до посльдней 
(лЪвой) ) цифры даннаго числа; въ этомъ случаЪ поступають по 
предыдущему въ послЬдьйЙ разъ. 

Далфе уже беруть послЪднюю цифру и вторую (исключають 
цифру единицъ), и въ дальнЪйшемъ поступають по предыдущему; 
затьмъ берутъ послЪднюю цифру и третью (исключаютъ вторую 
и первую) и поступаютъ по предыдущему и т. д. и, наконецъ, 
берутъ квадратъ послфдней лЪвой цифры. 

При этомъ необходимо прибавлять каждый разъ къ получае- 
мымъ результатамъ избытки, оставшеся въ умЪ посл отыскашя 
предыдущей цифры искомаго квадрата. 


Для уяснен1я сказаннаго разсмотримъ примфры. 
Вычислимъь 43762. 


Единицы результата... 6?=36........ 6 (3 въ ум$), 
десятки... 2.6.7=84, даЗ...87.......  (@ въ ум), 
сотни... 2.6.3--72=85, да 8...93...... 3 © въ умЪ), 
тысячи. .. 2.(6.4--7.3)=90, да 9...99.... 9 {9 въ умБ), 
десятки тысячь... 2.4.7 32=65, да 9...74 . 4 (7 вь ум5)}, 
сотни‘тысячь...2.4.3=24, да 7...31.... 1 (3 въ умЪ), 
миллюоны ... 42=16, да 3... 19... .. №. __ 
Искомый результать .. .. 19149376. - 
Вычислимъ еще 385126°. 

Единицы результата... 6*=36.........- 6 (3 въ умЪ), 
десятки... 2.2.6=24, даЗ...27........ — 7 (2 въ умъ), 


сотни... 2.1.6--22=16, да2...18......,. 8 (1 въ ум), 
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тысячи ...2.(5.6--1.2)=64, да 1...65.... 6 (6въь умЪ), 
дес. тыс... (6.8-2.5).2--1?=117, даб... 123. 3 (12.въ умЪ) 
сотни тыс ....(3.6--2.8--5.1).2=78, да12...90 0 (9 вь умЪ), 
милшоны ... (3.2--8.1).2--5*=53, да9...62. 8 (6 вь ум), 
дес. милл... (3.1--8.5).2=86, дла6...92... 8 (9 вь ум) 
сотни милл... (3.5).2--82=94, да9...103.. 3 (10 въ умЪ), 
милщарды ...3.8.2=48, да 10...58..... 8 (5 въ умБ), 
десятки милтард... 32=9, да 5...14.... 14. 
Искомый результать... 14832203586. 


Упрощеня при возведении въ квадратъ для нфкоторыхъ 
частныхъ случаевъ. 


Для возведен!я въ квадрать числа, оканчивающагося цифрою 5, 
достаточно число его десятковъ умножить на число, единицей 
большее, и къ результату приписать 25. ДЪйствительно, пред- 
ставляя подобное число въ видЪ 10п--5, имЪемъ: 


(10-5 = 1002 100--25=п(п--1).100--25; 


‚напр.: 752=7.8.100--25=5625; 652—=6.7.100--25=4225; 1152= | 
=11.12.100--25=13225 ит. д. 

Исходя изъ иодобныхъ же соображен!й, можно вывести и друге 
удобные пр!емы для возведен!я чиселъ въ квадратъ. Такъ*), про- 
фессоръ Б. К. МлодзЪевсюЙ, въ одномъ изъ засфдан!й Матема- 
тическаго Кружка, указаль слЪдующ!е простые способы для 
возведен!я въ квадратъ чиселъ, близкихъ къ 50 и къ 100: 

1) Пусть М=50-а; возводя въ квадрать, имЪемъ: 

№2— (50а) =2500-Е 100а-на?= (25-Е а)100-Ра?; 
№2—=(М№М—25).100-на?. 

Отсюда видно, что для получен!я искомаго квадрата, нужно воз- 
водимое въ квадратъ число уменьшить на 25; это дастъ сотни иско- 
маго квадрата; затБмъ къ полученному результату нужно приба- 
вить а?, что при однозначномъ или небольшомъ двузначномъ числЪ 
а не представить затрудневй. Пусть, напр., М=62; тогда 


62—=50--12; 622=(62—25).100--144=37.100--144; 622=3844. 


*) Заимствовано изъ журнала «Математическое Образован!е», № 1, 1912. 
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2) Пусть М=100--а; возводя въ квадратъ, найдемъ: 
(100 а)?=10000--200а-а*= 
—100[2(100-На)—100] {а?, 
т.-е. №2=(2№М—100).100-На>, 
т.-е. данное число слЪдуеть удвоить и уменьшить число сотенъ 
на единицу; это дасть сотни искомаго квадрата; затвмъ къ ре- 
зультату слфдуеть прибавить а*; напр. 


М№М=113; №-=100(226—100)- 13°; 
№—=12600--169=12769. 


Пусть еще М=89; тогда №=100(178—100)--121; 
№2=—17800--121=7921. 


НКвадратъ цфлаго числа съ дробью. 


Квадратъ цфлаго числа съ дробью >. Пусть мы имемъ н$кото- 


рсе число № съ дробью 5; тогда 
с“) = 100№?-- 100-25 _ 


10 100 = мАч 


Отсюда видно, что для попученйя квадрата цЪфлаго числа 


([М-+Е5 (0,57 + (< 


СЪ дробью > надо умножить данное число на число единицей 
большее и къ произведено прибавить 1. 

НапримЪръ, возводя въ квадратъ >, будемъ имЪть: 9.10=90; 
90-1=90. 

Возводя въ квадрать 12. найдемъ, что искомый квадратъ ра- 
венъ 12.13-4=1561- 

Квадратъ цфлаго числа съ дробью +. -. Разсмотримъ два случая: 


1) цБлое число — четное и 2) ое число — нечетное. 
1) Обозначивъ цфлое число по предыдущему черезъ М, найдемъ, 


что | (мч 
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откуда видно, что для отыскан!я результата въ этомъ случаЪ 
надо къ квадрату цфлаго числа прибавить половину даннаго 


1 
числа И те. 
Такимъ образомъ, вычисляя, напр. 84 получимъ: 64--4-1- 
1. 1. 
16-685; 


2) Положимъ, что М=2п-+-1, тогда 
1 1 № 1 11 9 
а [отм ы Мин Ми. 


Отсюда видно, что для полученйя результата въ этомъ случаЪ 
надо опредЪлить квадрать даннаго числа, прибавить къ нему 


9 
половину числа, меньшаго даннаго на единицу, и еще дробь - 


. . р 1 ,, 
Такимъ образомъ, возводя въ квадратъ, напр. 11 4’ найдемъ, 


что [и +) =121-+-5--*=126 2. 


3 
‹ Ивадратъ цфлаго числа съ дробью 4. 
дущему, два случая: 1) когда цфлое число — четное и 2) когда 
ЦЪлое число — нечетное. 


1) Обозначая цфлую часть числа черезъ " получимъ: 


 РАасмотримь по преды- 


(мм лм Не 


откуда видно, что для получен!я квадрата цлаго четнаго числа 
3 
съ дробью 4 Надо возвести цЪлое число въ квадратъ, прибавить 


9 
къ результату данное цфлое число, его половину и дробь 15 


НапримЪръ, возводя въ квадратъ 127, получимъ: 
3\2 9 9 
( 124) =144+12+6+%=162 
2) Положимъ, что М=2пи-1. Тогда 


[Мер маи Ми 
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отсюда видно, что для полученйя квадрата цфлаго нечетнаго 
3 

числа съ дробью 1 надо возвести цфлое число въ квадратъ, при- 

бавить къ результату число, единицей меньшее даннаго, поло- 


| 
вину этого числа, число 2 и дробь 15° 


Такимъ образомъ, напр. 3 — 529--22--11-4-2-- 1 — 56 т | 


Нвадратъ чиселъ, образованныхъ только цифрой 1. 


О квадратЪ чиселъ 11, 111, 111] ит. д. было уже сказано въ пер- 
вомъ томЪ физико-математической хрестомати. 

Здъсь мы укажемъ только законъ образован!я такихъ квадра- 
ТОВЪ. 

Для полученйя квадрата одного изъ такихъ чиселъ, надо на- 
писать цифру, показывающую, сколько разъ въ данномъ числ 
повторена 1*); это будетъь средняя цифра искомаго квадрата. 
Вправо и влфво отъ нея надо написать рядъ чиселъ, нисходя- 
щихъ оть нея до 1. 

Такъ, напр., для получен!я квадрата числа 1111111, считаемъ, 
сколько въ числЪ единицъ -— ихъ будетъ 7. Эта цифра и будетъ 
средней цифрой искомаго результата, который выразится ВЪ ВИДЪ: 
1234567654321. 


Нвадратъ чиселъ, состоящихъ изъ однфхъ девятокъ; _ 


Возьмемъ, напр., 999*. Результать равенъ 998001. Возводя 
въ квадратъь 9999, найдемъ результатъ: 99980001. 

Изъ разсмотрЪн!я этихъ результатовъ видно, что 

1) цифра единицъ квадрата будетъ всегда 1; 

2) налЪво отъ цифры единицъ всегда 8, отдфленная отъ цифры 1 
столькими нулями, сколько въ данномъ числЪ девятокъ 6езъ 
оцной, и 

3) налЪво оть 8 столько девятокъ, сколько нулей на- 
право отъ 8. —_ | 


*) Само собой разумЪется, что указываемый прАемъ можеть быть отне- 
сенъ къ числу, имфющему не болфе 9`знаковъ; въ случаЪ числа большаго, 
пишуть только цифру единицъ, а цифру десятковъ относятъ къ сльдую- 
щему разряду (см. стран. 187—188, тома . 
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Сказанное оказывается вЪрнымъ для любого числа, состоящаго 
изъ девятокъ. Зная законъ составлен я результатовъ, можемьъ, 
напр., написать, что 


9999992—999998000001 и т. д. 


Иногда для возвышен!я многозначнаго числа въ квадратъ 
удобнфе представить его предварительно въ видЪ суммы или 
разности двухъ чиселъ; напр.., 


9972=(1000—3)*—=1000000—6000--9—994009. 
2015°=(2000-- 15)?=4000000--60000--225—4060225. 


Если въ трехзначномъ числЪ средняя цифра 0, то для возведен!я 
его въ квадратъ, достаточно между квадратами его цифръ по- 
ставить удвоенное произведен1е тЪхъ же цифръ; напр., 


4062—= 164836. 


Если при этомъ квадрать единицъ или удвоенное произведен!е 
цифръ есть число однозначное, то передъ ними надо поставить 0; 
напр., 

4012=160801. 


Если же удвоенное произведен!е есть число трехзначное, то 
квадратъ сотенъ надо увеличить единицей, а изъ цифръ удвоен- 
наго произведен!я взять только двЪ послёдн!я; напр., 


7092=502681. 


Возведене двузначнаго числа въ кубъ*). 


Прежде чЪмъ приступать къ устному возведен!ю въ кубъ чиселъ 
двузначныхъ, надо твердо запомнить таблицу кубовъ чиселъ 
однозначныхъ и десяти | 

Числа: 1 [2345167189 | 

Кубы: 1 |8| 27 | 64 | 175 | 216 | 343 | 512 | 729 | 1000 

КромЪ того, для безошибочнаго и быстраго возведен!я въ 
кубъ необходимо пр!обрЪсти предварительно навыкъ въ устномъ 


*) ДальнЪйшая часть статьи почти дословно заимствована изъ брошюры 
Н. В. Муравлева (см. библ!огр. указат.). 
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сложен!и трехзначнаго числа съ трехзначнымъ или двузначнымъ, 
а также въ умножен!и многозначнаго числа на однозначное. 
Возвысивъ двузначное число 10$--а въ кубъ, найдемъ: 


(а--106)3=а8-+За?6 . 10-Е Заб? . 108-63. 103. 


Правая часть этого равенства показываетъ, что для нахожденя 
въ послЪдовательномъ порядкф цифръ куба, надо произвести 
сльЪдующ1я вычисленя: 

1) цифру единицъ возвести въ кубЪ, 

2) утроенный квадратъ единицъ умножить на число десятковъ, 

3) утроенный квадратъ десятковъ умножить на число единицъ и 

4) цифру десятковъ возвысить въ кубЪ. 


Какъ и при возвышени въ квадратъ, сотни и десятки каждаго 
результата (кромЪ послфдняго) должны быть прибавлены къ сл$- 
дующему результату, тогда единицы перваго результата и пер- 
выхъ двухъ суммъ укажуть первыя три цифры куба, а послЪдняя 
сумма дастъ тысячи куба. | 


Разсмотримъ примфры. Опредфлимъ 273. 


Единицы куба... 73=343 ........... 3 (34 въ ум), 
десятки ... 3.2.72=294, да 34...328.... 8 (32 въ умЪ), 
сотни... 3.22.7=84, да 32...116...... 6 (11 въ ум), 
тысячи... 23=8, да 11...19........ 19. 

Искомый результать .... 19683. 


Опредфлимъ еще 893. | | 
Единицы куба... 93=729.............. 9 (72 въ умБ), 


десятки ...3.8.92=1944, да 72...2016.... 6 (201 въ умз), 
сотни... 3.82.9=1728, да 201... 1929..... 9 (192 въ умЪ)}, 
тысячи... 83=512, да 192........... 404. 


Искомый результать 1904969. 


Возведен!е однозначнаго числа въ степень съ показателемъ 
до 9 и болфе. 


Квадраты и кубы однозначныхъ чиселъ извЪстны, и потому 
приступаемъ прямо къ возвышен!ю въ четвертую степень. 


м Я 
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Такъ какъ а*= (а?)?, то возведене въ четвертую степень можно 
замънить двукратнымь возведен!емъ въ квадратъ; напр., 
54=252=625. 
Для возведен!я однозначнаго числа въ пятую степень надо 
четвертую степень его умножить на данное число; напр., 
65°—64.6=—1296.6=7776. 
Возведен!е въ шестую степень, очевидно, равносильно возве- 
ден!ю куба въ квадратъ; напр., 
86—(83)*—5122—=262144. 
Седьмую степень можно получить чрезъ умножен!е шестой 
степени на первую; напр.., 
97—96 .9—531441].9=4782969. 
_ Восьмая степень однозначнаго числа получится, если четвертую 
степень его возвысить въ квадратъ; напр., 
78=(74)2—=24012=5764801. 


Наконецъ, для возведен!я однозначнаго числа въ девятую . 


степень достаточно умножить на него восьмую степень; напр., 


49—48.4—65536.4=262144. 


ТЪ же пр!емы въ нЪкоторыхъ случаяхъ могуть быть примЪнимы 
и при возвышен!и однозначнаго числа въ степень съ двузначнымъ 
показателемъ. Такъ, 2 тЬмъ же способомъ можеть быть возведено 
въ степень съ показателемъ до 25-ти, 3 — въ степень 10-ю, 12-ю 
и 16-ю; 4—вь 10-юи 12-ю и 5— въ 10-ю. 

Въ самомъ дЪл: 


> 


210— (25)2—322—1024. 218—712, 24096. 2=8192 
21210. 2—=1024.2-—=2048 — 2-=(26)2—=(128}2—16384 

212— (26)2—642—=4096 215— (25)3— (32)3—=32768 ит.д. 
310— (35)2—2432—59049 410— (45)2— 1048576 

31 — (34)8—818—531441 412— (48)2— 16777216 


316—(36)2=6561 2—43046721 510— (55)2=9765625. 

Возведене же другихъ однозначныхъ чиселъ въ степень съ дву- 
значнымъ показателемъ для устныхъ вычислен!Й затруднительно, 
такъ какъ вышеуказанные пр!емы въ этомъ случаЪ уже не при- 
МЪнимы. 


+ 


Извлечене квадратнаго корня. . 


Когда данное число меньше 10000, то корень квадратный 
изъ него содержитъ не боле двухъ цифръ. 

Пусть требуется извлечь корень квадратный изъ. 7589. 'Чтобы 
найти десятки корня, разобъемъ мысленно данное число на грани 
по двЪ цифры въ каждой отъ правой руки къ лЪвой и извлечемъ 
корень квадратный изъ первой грани слЪва, т.-е. изъ (75-ти — Но- 
лучимъ 8; слЪдов., искомый корень содержитъ 8 десятковъ. ‚ Для 
нахожден!я же его единицъ, къ остатку отъ извлечен!я корня 
изъ 75-ти, т.-е. къ 11-ти, снесемъ слъдующую цифру 8 и раз- 
дфлимъ число 118 на удвоенное число десятковъ корня, т.-е. на 60; 
получимъ въ частномъ 7 и въ остатк$ 6. Чтобы узнать, не велика ли 
найденная цифра, сносимъ къ ‘остатку (6) послЪднюю цифру (9} 
и сравниваемъ 69 съ квадратомъ 7-ми. Такь какъ 7*=49 и 49 < 69, 
то заключаемъ, что найденная цифра не велика и что искомый 
корень=87, при чемъ остатокъ отъ извлечен1я равенъ 69—46=20. 

Извлечен!е квадратнаго корня изъ чиселъ, ббльшихъ 10000, но 
меньшихъ миллюна, разсмотримъ только для того случая, когда 
эти числа представляють собою точные квадраты. 

Пусть требуется извлечь корень квадратный ‘изъ 346921, при 
чемь заранфе извЪстно, что это число есть точный квадратъ. 

Чтобы найти цифру сотенъ корня, разбиваемъ данное число 
на грани, подобно предыдущему, и извлекаемъ корень изъ первой 
грани слфва, т.-е. изъ 34, — получаемъ 5 и въ остаткЪ 9. ^ 

Кь остатку сносимъ слфдующую цифру 6 и дЬлимъ 96 на удвоен: 
ное число сотенъ, т.-е. на 10, — получаемъ въ частномъ 9 |. 
въ остаткЪ 6. Но цифра 9, очевидно, велика, такъ какъ отъ снЕ- 
сеня слЪдующей цифры составится число 69, которое менфе 9. 
слЪдов., въ искомомъ корнЪ не болЪе 8 десятковъ. Вычитая. 10х 8, 
или 80, изъ 96-ти и снося къ остатку (16) цифру 9, находимъ 
число 169, которое боле 87; отсюда заключаемъ, что вторая 
цифра корня есть 8. 

Для опредфлен!я же послЪдней цифры корня обращаемъ' вни- 
ман!е на единицы и десятки даннаго числа: цифра единицъ (1) по- 
казываеть, что въ корнЪ на первомъ мЪстЪ справа стоить или- -1 
или 9, такъ какъ только эти ДВЪ цифры при возведени в ВЪ ь квадрать 


< 
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даютъ числа, оканчивающ]яся единицею. Чтобы узнать, какую 
изъ этихъ цифръ надо взять въ данномъ случаф, составляемъ 
удвоенное произведене меньшей изъ нихъ на число десятковъ 
корня, т.-е. на 8, и сравниваемъ послЪднюю цифру этого про- 
изведен!я*) съ десятками даннаго числа: если они одинаковы, 
то въ корнЪ 1 единица, если же нЪтъ, то 9. Такъ какъ 1 х8х2=16, 
то заключаемъ, что въ корнЪ 9 единицъ и что онъ равенъ 589. 

Если на МЪстЪ единицъ въ данномъ числЪ стоить 4, то это 
значитъ, что корень оканчивается 2-мя или 8-ью; если 5, то 5-ью; 
если 6, то 4-мя или 6-ью, и если 9, то 3-мя или 7-ью. Остальныя 
цифры (2, 3, 7и 8) не могуть стоять на мЬстЪ единицъ въ точныхъ 
квадратахъ. 

Замтьчаще. Полезно замфтить, что цифры корня, соотвЪтствуюцщ{я одной 


и той же послфдней цифрЪ числа, всегда составляютъ въ суммЪ 10; такъ, 
1--9=10, 2+8=10 ит. д. 


Изложенный способъ опредфлен!я цифры единицъ корня не- 
примЪнимъ, когда число десятковъ его равно 2 или 7**). 
`Въ самомъ дЪлф, пусть требуется извлечь корень квадратный 
изъ точнаго квадрата 767376. Первыя двЪ цифры корня находимъ 
подобно предыдущему: извлекаемъ корень квадратный изъ 76, — 


получаемъ 8 и въ остаткЪ 12; сносимъ слЪдующую цифру и дЪлимъ: 


127 на 16, — получаемъ въ частномъ 7 и въ остаткЪ 15; такъ какъ 
153 >> 72, то заключаемъ, что цифра 7— не велика, и приступаемъ 


къ опредЪфлен!ю послфдней цифры корня. Очевидно, что она — ` 


или 4, или 6; но что же именно? Удвоенное произведене 4-хъ на 7, 
увеличенное единицею * **), оканчивается какъ разъ 7-ью, и потому 
надо бы заключить, что послЪдняя цифра корня есть 4; но, сдЪлавъ 
пов$рку, легко убЪдимся, что это невЪрно. Происходитьъ это отъ 
того, что удвоенное произведене 6-ти на 7, увеличенное 3-мя ***), 
также оканчивается 7-ью; слфдов., число десятковъ даннаго 
числа въ разсматриваемомъ случаЪ не можеть служить для 


*) Когда данное число оканчивается 6-ью, то къ этому произведен!ю 
надо прибавить 1. 

**) То-есть когда данный квадратъ оканчивается однимъ изъ чиселъ: 
29, 41, 76 и 84. 

***) При возвышен!и вь квадратъ, къ удвоенному произведен!ю десят- 
ксвъ на единицы прибавляются десятки квадрата единицъ. 
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опредЪлен!я послфдней цифры корня, и потому для ея нахожден!я 
поступаемь слфдующимь образомъ. Вычитаемь изъ 153-хъ 72, 
Т.-е. 49; и сравниваемъ остатокъ 104 съ удвоеннымъ произведенемъ 
числа сотенъ. корня на большую изъ испытываемыхъ цифръ: если 
остатокъ больше удвоеннаго произведен!я, то надо взять ббльшую 
изъ этихь цифръ, въ противномъ случаЪ — меньшую. Въ дан- 
номъ примЪрЪ 104> 2.8.6, и потому искомый корень=876, что 
и подтверждается повЪркой. Очевидно, что при желани этотъ 
способъ можеть быть примненъ и въ томъ случа$, когда число 
десятковъ корня не равно 2 или 7. 

Но и тоть и другой способъ становятся излишними, когда дан- 
ный квадрать оканчивается 5-ью*), такъ какъ въ этомъ случаЪ 
‚ корень, очевидно, также оканчивается 5-ью; напр., 


У 403225=635, 
У 87025=295. 


Замтьчанте 1. Когда отъь дфлен1я на удвоенное число сотенъ получается 
частное двузначное, то надо испытывать цифру 9. 
‘Замтъчавше 2. Если данное число оканчивается четнымъ числомъ нулей 
(нечетнымъ точные кзадраты оканчиваться не могутъ), то надо извлечь 
корень, не обращая вниманя на нули, и снести къ нему половину нулей. 


При достаточномъ навыкЪ въ устныхъ вычисленяхъ можно 
извлекать корень квадратный и изъ точныхъ квадратовъ, пре- 
вышающихъ миллюнъ. Пусть требуется, напр., извлечь корень 
квадратный изъ 5645376. Разбивъ данное число на грани, извле- 
каемъ корень квадратный изъ 564; получаемъ 23 и въ остаткЪ 35. 
Сносимъ къ остатку слЪдующую цифру и дЪлимъ 355 на удвоен- 
ное найденное число, т.- е. на 46, частное 7 даетъ число десят- 
ковъ. Наконець, чтобъ узнать, сколько въ искомомъ корнЪ еди- 
ниць (6 или 4), къ остатку отъ послфдняго дълен!я (33) сносимъ 
сльдующую цифру 3, вычитаемъ изъ 333-хъ квадрать 7-ми и срав- 
ниваемъ остатокъ 284 съ удвоеннымь произведенемъ 23-хъ на 
большую изъ испытываемыхъ цифръ. Такъ какъ 284 > 276, то за- 
ключаемъ, что въ корнЪ 6 единицъ, а потому 


У 5645376=2376. 


*) Число десятковъ въ этомъ спучаЪ всегда =2. 
А. Ляминъ. Физ.-Мат. Хрест. Т. П. 6 
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Извлечене нубическаго корня. 


Когда данное число представляеть собою точный кубъ и не 
превышаетъ милл1она, то корень кубический изъ него легко найти, 
пользуясь слфдующими соображен1ями. Изъ теор1и извлечен!я 
куб. корня извфстно, что въ разсматриваемомъ случаф корень 
не можеть имЪть болЪе двухъ цифръ и что, для нахожденя его 
десятковъ, надо данное число разбить на грани, по 3 цифры 
въ каждой, отъ правой руки къ лЪвой, и извлечь корень кубичесий 
изъ первой грани слЪва *). КромЪ того, легко замЪтить, что всякое 
число и его кубъ оканчиваются или одной и той же цифрой, 
или же такими цифрами, которыя въ суммЪ составляють 10; 
при чемъ первое справедливо для чиселъ, оканчивающихся 
цифрами: 1, 4, 5, би9, а второе — для остальныхъ. 

Пояснимъ сказанное на примЪрЪ. 

Пусть требуется извлечь корень куб. изъ 493 039. Разбиваемъ 
данное число на грани по 3 цифры и извлекаемъ.корень куб. изъ 
493 съ точностью до 1, — получаемъ 7; такъ какъ данное число 
оканчивается 9-ью, то заключаемъ, что искомый корень==79. 

Точно такимъ же образомъ находятся сотни и единицы корня 
и въ томъ случаЪ, когда онъ состоитъ изъ трехъ цифръ, т.-е. когда 
данное число представляеть собою точный кубъ, больш!й мил- 
она, но менышй милтарда. ОпредЪфлен!е десятковъ корня легко 
уяснить изъ слБдующихъ примфровъ. 

Пусть требуется извлечь корень кубическ!Й изъ 188 132 517. 
Первая грань — 188 даетъ цифру сотенъ — 5, а послЪдняя цифра 
даннаго числа указываетъ на число единицъ корня 3. Чтобы опре- 
дЪлить число десятковъ его, возвышаемъ 3 въ кубъ и вычитаемъ 
вторую цифру (т.-е. десятки) этого куба изъ второй (справа) 
цифры даннаго числа. Такъ какъ вычитаемое (2) въ данномъ слу- 
чаЪ болЪе уменьшаемаго (1), то увеличиваемъ это послЪднее 10-ью 
и производимъ вычитан!е,— получаемъ 9. Теперь беремъ утроенный 
квадрать единицъ, т.-е. 27, и послЪднюю цифру его 7 умножаемъ 
на такое однозначное число, чтобы произведен!е оканчивалось 


*)} ЗамЪтимъ предварительно, что кубы чиселъ перваго десятка слЪдуеть 
знать наизусть. 
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вышенайденнымь остаткомъ (9-ью). Не трудно видЪфть, что 
въ данномъ случаЪ такимъ числомъ будеть 7, — это и есть число 


Е: 
десятковъ корня. Итакъ, У 188 132 517=573. 

Но вычислен!е значительно усложняется, когда ПОСЛЪдДНЯЯ 
цифра даннаго числа четная, такъ какъ Въ этомъ случаЪ выше- 
указанному услов!ю удовлетворяютъ двЪ цифры, и изъ нихъ при- 
ходится ‘выбирать одну. Въ самомъ дЪлЪ, пусть требуется из- 
влечь корень кубический изъ 644 972 544. Подобно предыдущему 
находимъ, что въ искомомъ корнЪ 8 сотенъ и 4 единицы. Чтобы 
опредЪлить число десятковъ, возводимъ 4 въ кубъ и вычитаемъ 
6 изъ 14, — получаемъ 8. Теперь послЪднюю цифру утроеннаго 
квадрата 4-хъ, т.-е. 8, умножаемь на такое однозначное число, 
чтобы произведен!е оканчивалось 8-ью. Такихъ чиселъ два: Ти 6; 
изъ нихъ надо выбрать одно. Для этого поступаемъ сльдующимъ 
образомъ: составляемъ утроенный квадрать сотен, т.-е. 192, 
и, опустивъ единицы, умножаемъ его на большую изъ испыты- 
ваемыхъ цифръ, т.-е. на 6. Полученное произведен!е сравни- 
ваемъ съ остаткомъ оть извлечен!я корня изъ первой грани: если 
оно меньше остатка, то беремъ большую изъ испытываемыхъ 
цифръ, а въ противномъь случаЪ — менышцую *). Такъ какъ 
въ нашемъ примЪрЪ 114<132, то заключаемъ, что `ВЪ корнЪ 
6 десятковъ, и, слЪдов., онъ равенъ 864. 

Еще труднЪе опредзлить среднюю цифру трехзначнаго корня, 
когда данное число оканчивается 5-ью. Въ этомъ случаЪ можно 
употребить одинъ изъ слБдующихъ двухъ способовъ. | 

а) Изъ послфдней грани даннаго числа, т.-е. изъ класса про- 
стыхъ единицъ, вычитаемъ 125, когда число сотенъ корня четное, 
и 625, когда оно нечетное**). Остатокъ дЪфлимъ на 250 и получен- 
ное частное, а также всЪ однозначныя числа, превышающя 
это частное на 4 и на 8, испытываемъь подобно предыдущему. 

Примтръ. Извлечь корень куб. изъ 41 063 625. Высшая цифра 
корня, очевидно, 3, а низшая 5; остается найти среднюю. Такъ 


*) Если въ корнЪ 1 сотня, то къ остатку сносимъ слЪдующую цифру 
и сравниваемъ съ утроенной испытываемой цифрой. | 
**) Если уменьшаемое меньше вычитаемаго, то число сотенъ перваго 
нужно увеличить на 10. 
6* 
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какъ въ корнЪ нечетное число сотенъ, то изъ посльдней грани 
вычитаемъ 625 и остатокъ 0 дЪлимъ на 250. Частное (0), а также 
числа 4 и 8 подвергаемъ испытаню. Для этого въ утроенномъ 
квадратЪ сотенъ корня опускаемъ единицы и оставшееся число 2 
умножаемъ на среднюю изъ испытываемыхъ цифръ, т.-е. на. 4. По- 
лученное произведене сравниваемъ съ остаткомъ отъ увеличен!я 
корня изъ первой грани, т.-е. съ 14-ью: такъ какъ оно меньше 
этого остатка, то заключаемъ, что въ корнф — 4 или 8 десятковъ. 
Чтобы окончательно опредфлить число десятковъ, умножаемъ 
ТБ’ же 2 единицы на ббдльииую изъ испытываемыхъ цифръ, 
т.е. на 8, и полученное произведен!е вновь сравниваемъ 
съ 14-ью; такъ какъ 16>14, то заключаемъ окончательно, что 
въ корнЪ 4 десятка; слфдов., онъ равенъ 345. 

5) Опускаемъ въ данномъ числ классъ простыхъ единицъ и. 
оставшееся число умножаемъ на 8. Цифру сотенъ даннаго числа | 
также умножаемъ на 8. Отъь второго произведен!я беремъ только | 
десятки и, увеличивъ число ихъ единицею, прибавляемъ къ пер- 
зому произведеню. Изъ полученнаго числа извлекаемъ корень 
кубическй и умножаемъ его на 5, — это и будетъ искомый 
корень. 

Примтъръ. Извлечь: корень куб. изъ 66430125. Оть умножен!я 
66430 на 8 получаемъ 531440, а оть умножен1я | на 8 получаемъ 8. 
Такъ какъ во второмъ произведен!и 0 десятковъ, то первое произ- 
веден!е увеличиваемъ единицею и изъ полученнаго числа 531441 
извлекаемъ корень куб.; онъ, очевидно, равенъ 81: слЪдов., иско- 
мый корень равенъ 405. 


Замтьчаще. Если первое произведен1е, увеличенное надлежащимъ чис- 
ломъ единицъ, будетъ состоять болЪфе чфмъ изъ 6 цифръ и вновь оканчи- 


° ваться 5-ью, то съ нимъ можно будетъ поступить такъ же, канкъ и съ дан- 


нымъ числомъ, т.-е, опустить въ немъ классъ простыхъ единицъ, умножить 
оставшееся число на 8 и т. д. Въ этомъ случа найденный корень надо 


‘умножить на 25. 


Существенный недостатокъ изпоженныхъ способовъ извлечен!я 
трехзначнаго куб. корня состоить въ томъ, что ими только 
въ р5дкихъ спучаяхъ можно обнаружить, что данное число не 
представляеть собою точнаго куба, такъ какъ при ихъ прим$не- 
Ни, за исключенемъ послфдняго случая, вовсе не принимается 


— 
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во вниман!е средняя грань даннаго числа, а устная повЪрка 
извлечен!я слишкомъ затруднительна. Но тЪ же способы съ оче- 
виднымъ ‹преимуществомъ передъ обыкновенными могуть быть 
примфнены въ томъ случаЪ, когда зарантье извъетно, что дан- 
ное число есть точный кубъ. 


Извлечене точнаго корня высшихъ степеней. 


[. Когда число цифръ въ подкоренномъ числЪ не превы- 
щаеть показателя корня, то искомый корень легко опредЪлить 
по послъдней цифрЪ даннаго числа*). При этомъ можеть быть 
четыре главныхъ случая: 

1. Остатокь оть дфлен!я показателя корня на 4 равенъ 1. 
Въ этомъ случаЪ послфдняя цифра даннаго числа и есть искомый 
корень, напр., 


И 
И 96854710407=7. 


2. Тоть же остатокъ равенъ 2. Въ такомъ случаЪ по послЪдней 


цифрЪ легко найти два числа, одно изъ которыхъ равно искомому 


корню; для окончательнаго же опред$лен1я корня можно восполь- 
зоваться признаками дЪфлимости чисепъ. Такъ, если данное 
число оканчивается 9-ью, то искомый корень равенъ 3-мъ или 
7-ми; въ первомъ случаЪ данное число (сумма цифръ его) дтълится 
на 3, а во второмъ — не д$лится. 

Когда данное число оканчивается 4-мя, то искомый корень 
равенъ 8 или 2, при чемъ въ первомъ случаЪ число цифръ въ дан- 
номъ числЪ превышаеть половину показателя корня, а во второмъ 
не превышаетъ ея; напр., 


8 
И1679616=6, 
40 
У 3486784401 =9, 
44 
У 4398046511 104=8. 


*) ЗдЪсь мы разсматриваемъ подкоренныя выраженя, представляющ я 
точную степень. 


иди. 
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3. Тоть же остатокъ равенъ 3. Въ такомъ случаЪ искомый ко- 
рень равенъ или послЪ дней цифрЪ даннаго числа, или ея допол- 
нен!ю до 10; напр., 


у ООО 

У 609359740010496=6, 
15 

И 4745880809943=7. 


4. Тотъ же остатокъ равенъ 0. Данное число въ этомъ случаЪ 
оканчивается одной изъ слЪдующихъ 3 цифръ: 1, Зиб. Если оно 
оканчивается 5-ью, то искомый корень равенъ 5; если единицею, 
то искомый корень равенъ какому-нибудь однозначному нечетному 
числу, отличному отъ 5; наконецъ, если данное число оканчи- 
вается 6-ью, то искомый корень есть четное однозначное число. 
Для окончательнаго опредфлен{я корня можно воспользоваться, 
какъ и въ предыдущемъ случаЪ, или признаками дфлимости 
чиселъ или же зависимостью между числомъ цифръ въ подкорен- 
номъ количествЪ и показателемъ корня. Такъ, корень равенъ 7, 
когда данное число, оканчиваясь 1-ею, не дълится на 3; на- 
оборотъ, корень равенъ 6, когда данное число, оканчиваясь 
6-ью, дълится на 3. Относительно же числа цифръ въ подкорен- 
номъ Числь можно замфтить слЪдующее. Если оно не пре- 
вышаетъ половины показателя корня, то искомый корень равенъ 


3 
2 или 3; если оно больше половины, но не больше д его, то тоть же 


З р 
корень равенъ 4, и, наконецъ, если оно больше $ показателя, то 


искомый корень равенъ 4 или 9. 
По указаннымъ признакамъ во всякомъ данномъ случаЪ легко 
съ точностью опредфлить искомый корень; напр., 


8 1 
И 1679616=6; У 13836387201=7. 


8 
И16777216=8 ит. д. 
® 
Замтьчаще. Изъ всего сказаннаго объ извлечен!и корня въ томъ случаф, 
когда показатель его больше числа цифръ въ подкоренномъ количествЪ, 
слЪдуетъ, что если данное число оканчивается 5-ью, то иекомый корень 
равенъ также 5. 


\ 
=$ 
р 
& 


— 87 — 


П. Когда показатель корня меньше числа цифръ даннаго числа, 
то извлечене возможно лишь въ н5которыхъ частныхъ случаяхъ. 
Такъ, извлечен!е корня четвертой степени изъ чиселъ, меньшихъ 
ста милоновъ, легко замЪнить двукратнымъ извлеченемъ корня 
квадратнаго; напр., 


4 —___ 8 __ 
и20736=У 144=12; У16777216=У 409664. 


Точно такъ же извлечен!е корня шестой степени изъ чиселъ, 
меньшихъ биллона, приводится къ извлечен!ю корня квадратнаго 
изъ корня кубическаго; напр., . 


6 ——=ы— — 
И16777216=У 216=16. 


Свойство ряда нечетныхъ чисель и ихь примфнени. 


Еще древнимъ было извфстно, что сумма п послфдовательныхъ 
нечетныхъ чиселъ натуральнаго ряда представляетъ собою квад- 


ратъ ихъ числа, т.-е. что 


1-3... (и П=и. 


Это свойство нами уже быпо разсмотрфно въ 1 томЪ Физико- 
Математической крестомат!и. 

При всей простотЪ указаннаго свойства ряда нечетныхъ чи- 
селъ, оно можеть послужить для вывода н$Ъкоторыхъ интерес- 
ныхъ слЪдстьй *). Такъ, изъ него вытекаеть возможность извле- 
ченя квадратнаго корня изъ любого цтълаго числа М№ съ точностью 
до 1 при помощи сложеня и счета; пля этого слЪдуетъ склады- 
вать нечетныя числа, начиная съ 1, пока не получимъ М№ или 
большее число; тогда число взятыхъ слагаемыхъ дастъ УМ точно 
или съ избыткомъ. Или же можно отнимать отьъ М числа 1, 3, 5 
и т. д., пока это будеть возможно; тогда число отнятыхъ нечет- 
ныхъ чиселъ дасть у/М точно или съ недостаткомъ. Но, конечно, 
такой способъ извлечен!я корня неудобенъ для практики. 

ИзвЪстно далЪе, что если написать рядъ нечетныхъ чиселъ 
и затьмъ раздфлить ихъ на группы, при чемъ въ 1-ю группу 


*) Заимствовано изъ доклада 1. И. Чистякова, читаннаго на засфдан!и 
Моск. Математическаго кружка 17 ноября 1911 года. 
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отнести одно нечетное число |, во 2-ю — два: Зи 5, въ 3-ю—три:. 
7, 9, 11 ит. д., то сумма чисель каждой группы будеть пред- 
ставлять точный кубъ: 1=13; 3--5=23; 7--9--11=33 и т. д. ДЪЙ- 
ствительно, чтобы выразить сумму чиселъ, напр., въ и-й группф, 
можно взять сумму нечетныхъ чиселъ въ п первыхъ группахъ и 
вычесть изъ нея сумму чиселъ въ (п—1) предшествующихъ груп- 
пахъ. Но въ п первыхъ группахъ заключается всего 
п(п-- 1) 


1+24-3-.. и=—— 


нечетныхъ чиселъ; слфдовательно, ихъ сумма будеть равна 


щи) 


квадрату ихъ числа, т.-е. ‚ авъ (п—1) группахъ за- 


_ (п 1) 


ключается |1--2--.. .--(п—1) нечетныхъ чиселъ, сумма 


п(п— 1) |? . 
которыхъ равна —5_ ‚ вычитая, найдемъ, что сумма не- 


четныхъ чиселъь въ п-ой группЪ равна: 


п(п-- 1) | |п(п—1) "_ ; 
2 2 |”. 

Отсюда, между прочимъ, вытекаеть возможность, по край- 
ней мьрЪ теоретическая, извлекать кубичесе корни изь чисель 
сь точностью до Т при помощи сложеня и счета; чтобы извлечь 
кубическ!й корень изъ числа М съ точностью до 1, слЪдуеть 
составить указаннымъь образомъ группы нечетныхь чисель и 


складывать числа въ каждой группЪ, пока не получимь М№ или 
3 
большее число; тогда номеръ группы дасть ИМ точно, или 


съ избыткомъ. 


Весьма больпия числа. 


Въ обыденной жизни намъ обыкновенно приходится встрЪ- 
чаться съ сравнительно небольшими числами, вслфдств!е чего 
очень часто большинство лицъ не въ состояви различать боль- 
ия числа или, по крайней мъръЪ, не въ состоянии дЪлать о нихъ 
правильныхъ умозаключен!й. Такъ, напримЪръ, многимъ современ- 
нымъ культурнымъ людямъ кажется несущественной разница 
между билтономъ и трилл1ономъ; однако второе изъ этихъ чиселъ 
въ милтонъ разъ больше перваго, такъ что трилонъ относится 
приблизительно къ биллюону, какъ разстояне оть Москвы до 
Нью-Йорка относится къ ширинЪ узкой улицы. Почему мы легко 
ошибаемся въ большихъ числахъ, объясняется тёмъ, что про- 
мышленность, торговля и техника рфдко приводятъ къ числамъ, 
содержащимь болфе восьми знаковъ; и только въ наукЪ при: 
ходится оперировать съ числами какой угодно величины, т.-е. или 
съ очень большими или съ очень малыми. Разстоян!я неподвиж- 
ныхъ звЪздъ, скорость свЪфта, возрасть вселенной и т. п. пред- 
ставляють собою примЪры весьма большихъ чиселъ. Тогда какъ 
размЪры атомовъ, ихъ разстоян!я другъ отъ друга и т. п. пред- 
ставляютъ собою величины безконечно малыя. 

Если, напримфръ, написать 20-или 25-значное число, то 
нашъ умъ откажется соединить съ такимъ числомъ какое-либо 
представленйе; чтобы составить себЪ нфкоторое поняте о раз- 
мЬрахъ такого числа, мы необходимо должны прибЪфгнуть къ срав- 
нен1ю его съ какимъ-либо другимъ извЪстнымъ намъ числомъ, при- 
нятымъ за единицу. Что касается слова милтонъ, то впервые 
оно было введено въ ХГУ вЪкф, хотя въ употребленйе вошло 
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значительно позже. Во всякомъ случаф, ученые ХУ! вЪка упо- 
требляли вмЪсто слова милЛонъ — «тысячу тысячъ». Гораздо 
позже возникли милмардъ и билтонъ. Милтардъ, служащй 
для обозначен!я тысячи миллюновъ, употреблялся лишь въ 
ХГХ столЪти; къ этому же времени можно отнести и возникно- 
вене слова биллонъ для обозначеня миллона миллоновъ, 
а также и слова триллонъ для обозначен!я миллона билтоновъ. 

Такимъ образомъ милтонъ изображается посредствомъ единицы 
съ шестью нулями, т.-е. равенъ 108; милтардъ есть 10°; билонъ 
есть 1012; трилтонъ есть 10. Продолжая въ этомъ напра- 
влен!и далЪе, мы приходимъ къ квадриллону, который изоб- 
ражается единицей съ двадцатью четырьмя нулями ит. д. Обыкно- 
венно числа, превышающ!я миллонъ, предпочитаютъ выражать 
посредствомъ степеней числа 10. | | 

Большя числа интересовали еще древнихъ народовъ. Такъ, 
напримЪръ, въ Инщи, на родинф нашей современной десятичной 
системы нумераши, еще во времена Будды существовали раз- 
личныя названя для большихъ чиселъ. Пристрасте къ такимъ 
числамъ проглядываеть у индусовъ въ народныхъ сказкахъ И 
въ нашональномь эпосЪ. У нихьъ мы находимъ, напримЪръ, 
разсказъ про одного короля, который обладалъ ‚тысячей билл1о- 
новъ алмазовъ; что существуетъ 24 000 билтоновъ боговъ и что 
Будда имфлъ 600000 милшоновъ сыновей. 

Больш1я числа интересовали и древнихъ грековъ, такъ, на- 
примБръ, въ сочинени Архимеда о числЪ песчинокъ разсматри- 


ваются болышя числа. 


Довольно большое число. 


Ариеметика даетъ намъ возможность изобразить весьма боль- 
шое число при помощи только трехъ цифръ, а именно тремя де- 
вятками. Если читатель предложить кому-нибудь написать 
тремя цифрами 9 возможно болышое число, то въ большинствЪ 
случаевь получить отвфть 999. На самомъ же дЪлЪ, пра- 
вильное рЪшен!е вопроса будетъ, если написать 


9 
9 
„7 
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Отсюда видно, что для получен!я искомаго числа надо 9 по- 
множить само на себя столько разъ, сколько единицъ заклю- 
чаетъ въ себЪ 9. Но число 99 =387420489, поэтому дпя полученя 
искомаго числа, надо указанное число разъ взять множителемъ 
число 9. 

Такъ какъ человЪфческой жизни недостаточно для того, чтобы 
опредЪлить это число, то ограничимся только указанемъ, что 
это число, будучи написано по десятичной системф, имЪеть 
369 692 128 цифръ. Чтобы написать его на бумажной лентЪ, пред- 
полагая, что каждая цифра займеть 4 миллиметра въ длину, 
нужно, чтобы эта лента была длиной въ 1478 километровъ 
772 метра и 40 сантиметровъ. Чтобы написать это число, полагая 
по секундЪ на цифру и работая по 10 часовъ въ день, необходимо 
затратить 28 лЪть 1 мЪсяцъ и 17 дней. Можно еще сообщить, что 
первая цифра искомаго числа 2, а послфдняя 9, но дальше итти 
нельзя. 

Любопытно то, что 1"=1; 2*—=16, а 33 уже будеть числомъ 
изъ 13 цифръ, равнымъ 7625597484987. 


Геометрическая прогрессля. 


Геометрическая прогрессмя была ‘извЪстна еще въ глубокой 
древности. Такъ, напримЪръ, въ древне-египетскомъ папирусЪ 
Ахмеса, который находится среди коллеки Ринда въ Британ- 
скомъ музеЪ и о которомъ мы уже упоминали въ очеркЪ изъ истори 
алгебры, есть одно чрезвычайно любопытное мЪсто, разгадка 
котораго весьма интересовала многихъ историковъ математики. 

Ахмесъ даеть лъстницу изъ слъЪдующихъ пяти чиселъ: 


7; 49; 343; 2201; 16807; 


рядомъ съ этими числами находятся 1ероглифическ1е знаки, со- 
отвтствующйе словамъ: изображене, кошка, мышь, ячмень и 
мтьра. 

Что именно выражали эти слова, нельзя сказать положительно; 
но, по мн-Шю, высказанному Эйзенлоромъ, назван1я эти соотвЪт- 
ствують первымъ пяти степенямъ числа 7. Данныя числа лЪстницы 
авторъ папируса складываеть и получаеть сумму 19607. Все 
дфйств1е расположено слЪдующимъ образомъ: 


изображен!е 7 


кошка 49 
мышь 343 
ячмень 2401 
мБра 16807 


сумма 19607 


Такъ какъ написанныя выше числа, составляюцщя лЪстницу, 
представляють собой послЪдовательныя степени числа 7, то 
лфстница можеть быть представлена въ видЪ: 


71, 72. 73, 74. 79. 


ИТ Ир, тт. ИИ 
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Основываясь на подобномъ сопоставлен!и чиселъ и словъ, уче- 
ный оренталисть Родз, а также и извЪстный историкъ математики 
М. Канторъ предполагаютъ, что данное мфсто папируса пред- 
ставляеть собой слЪдующую задачу: 

У семи лицъ есть по семи кошекъ; каждая кошка съдаеть по 
семи мышей; каждая мышь съЪдаетъ по семи колосьевъ ячменя; 
изъ каждаго колоса можеть вырасти по семи м5ръ зерна. Сколько 
всего предметовъ ? 

При подобномъ объяснен!и египетскаго папируса о суммЪ чле- 
новъ геометрической прогресс!и со знаменателемъ 7, ученые руко- 
водились анало[ей этой задачи съ задачей Леонарда Пизанскаго 
о семи старухахъ, направлявшихся въ Римъ. Отголоски задачи 
Ахмеса перешли и въ руссыЙ народный эпосъ. Существуеть, 
напримЪръ, русская народная задача о старцахъ, которую 
пр.-доц. Тимченко передаеть въ слЪдующемъ видЪ: 

Шли семь старцевъ; у каждаго старца по семи костылей; на 
каждомъ костылЪ по семи сучковъ; на каждомъ сучкЪ по семи 
кошелей; въ каждомъ кошелЪ по семи пироговъ, а въ каждомъ 
пирог по семи воробьевъ. Сколько всего (то-есть старцевъ, 
костылей, сучковъ, кошелей, пироговъ и воробьевъ)? 

Интересной чертой приведенныхъь задачъ на геометрическую 
прогресс1ю является присутстые въ ихъ услов]и числа 7. У всЪхъ 
древнихъ народовъ это число имЪло священное значене и вхо- 
дило въ различныя миеологичесыя представлен!я. Оно связано 
было, кромЪ того, съ идеей полноты и законченности; задачи же, 
въ которыхъ встр$Ъчалось число 7, носили большею частью рели- 
позный характеръ. Такимъ образомъ, мы видимъ, что съ гео- 
метрическими прогрессфями были знакомы еще древн!е египет- 
све математики. 


«0 числЬ песчинокъ», Архимеда. 
/ 
Идея о геометрической прогресс! и не была чужда и грекамъ: 
ею пользовался Архимедъ при р-шен!и задачи «о числЪ песчи- 
нокъ», что по-гречески называется фанийос. Сочинене это 
написано въ видЪ письма къ царю Гелону. Въ немъ Архимедъ 
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доказываетъ, что какое бы ни было собран!е единицъ извЪстнаго 
рода, всегда существуеть число, которымъ можно выразить не 
только это собранйе единицъ, но и любое большее число. .. 

Сочинен!е свое Архимедъ начинаеть съ того, что излагаетъ его 
цфль. Онъ говорить: 

«Есть люди, полагающйе, что число песчинокъ безконечно 
велико. Я не говорю о пескЪ, который около Сиракузъ, ни о томъ, 
который въ остальной Сицити; я говорю о пескЪ, который могъ бы 
находиться не только во всфхъ обитаемыхъ мфстахъ, но и во 
всъхъ необитаемыхъ. НЪкоторые полагаютъ, что хотя число 
песчинокъ не безконечно велико, но невозможно получить числа 
большаго. Если полагаюнйе такъ представляють себЪ объемъ 
песку, равный объему земли, то очевидно, для нихъ т6мъ менЪе 
понятно, что можетъ существовать число, большее числа песчи- 
нокъ. Я докажу, что есть так1я числа, которыя превышаютъ 
число песчинокъ не только объема песку, равнаго величинЪ 
земли, но превышающ]я объемъ песку, равнаго по величинЪ 
всей вселенной». 

ЗамЪфтимъ, что подъ словомъ «вселенная» Архимедъ понималъ 
солнечную систему, ограничивавшуюся въ его время орбитой 
Сатурна, за которой предполагалась въ древности область не- 
подвижныхъ звЪздъ. Полагая, что солнце есть центръ м!ра, на 
предфлахъ котораго находятся неподвижныя звЪзды, онъ вы- 
числяетъ объемъ такого шара, считая, что онъ состоить весь изъ 
песку. Онъ говорить: «Дали назван!е числамъ отъ единицы до 
мир!ады (10000), а дальше повторяеть мир1аду до десяти тысячъ 
мир!адъ. Назовемъ числа оть единицы до мир!ады первыми; на- 
зовемъ мир!аду мир!адъ единицей вторылхь чиселъ; и такихъ 
единицъ насчитаемъ десять, сто, тысячу, до мирады миралъ. 
Эту мир!аду мир!адъ вторыхъ чиселъ возьмемъ за единицу но- 
выхь чиселъ, которыя назовемъь третьими и т.д.» 

Изъ этого видно, что мир!ада есть 10*. Мир!ада мирадъ, или 
единица вторыхъ чиселъ, есть 10%, единица третьихъ чиселъ 
есть 1018, четвертыхъ 10?“ и т. д. до 1058. ВсЪ числа до этого 
послЪдняго онъ называеть числами перваго перюда, затЪмъ 
береть за единицу число 1058 и изъ этой единицы составляетъ 
числа, которыя онъ называеть числами второго перюда ит. д. 
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Разсматривая геометрическую прогресс1ю съ знаменателемъ 10, 
Архимедъ не употребляетъ ни нуля, ни показателя степени; онъ 
разсматриваетъ группы чиселъ, располагая ихъ по восемь въ рядъ 


1; 10; 102; 103; 10%; 105; 103; 107; 
108 еее. . 1015; 


Каждую группу изъ восьми такихъ чисель Архимедъ назы- 
ваеть октадой. Изъ разсмотрЪн!я этихъ группъ онъ приходить 
къ заключеню, что число песчинокъ, могущее наполнить всю 
вселенную, не превышаеть послЪдняго члена восьмой октады, 
иначе говоря, оно меньше 1083, 

Архимедъ заканчиваетъ свое сочинен!е такимъ обращенемъ 
къ Гелону: «О царь! Все то, что я сказалъ, многимъ будетъ ка- 
заться невЪфроятнымъ, въ особенности лицамъ, не посвященнымъ 
въ математическ!я науки; но оно будетъ ясно ТБмъ, которые, 
занимаясь этой наукой, желали знать разстоянйе и величину 
земли, солнца, луны и цфлаго м!ра. Вотъ почему я нашелъ воз- 
можнымъ подфлиться своими размышлен1ями по этому вопросу 
съ другими». Какъ видимъ, Архимедъ при вычисленяхъ пользо- 
вался ариеметической и геометрической прогресЧями. Сравнен!е 
такихъ прогресый, какъ извЪстно, привело впослЬдств!и къ от- 
крыт!ю логариемовъ; кромЪ того, въ этомъ сочиневши мы видимъ 
и первую идею десятичной системы счисленя. 


Легенда о шахматахъ. 


Про изобрЪтенйе шахматной игры существуеть слЪдующее 
предан!е. 

Для развлечен!я индусскаго царя Ширама была придумана 
Сиссу-ибнъ-Да-Хиромъ шахматная игра. Повелитель Инди 
былъ настолько восхищенъ и обрадованъ этой игрой, что при- 
казалъ завести шахматныя доски во всЪхъ храмахъ, объявивъ 
эту игру наиболЪе достойной изучен1я, такъ какъ «она проникнута 
почитатемъ релийи и мропорядка, наставляетъ въ военномъ 
искусствЪ и основана на истинной справедливости». 
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Чтобы выразить изобрЪтателю свою благодарность, царь пред- 
ложилъ ему выбрать награду, какую онъ пожелаетъ. Тогда 
изобрЪтатель попросилъ дать ему такое число пшеничныхъ зеренъ, 
какое пришлось бы на шахматную доску, если бы положить на 
- первую кл$тку одно зерно, на вторую — два, на третью — четыре, 
на четвертую — восемь и т. д. на каждую послБдующую клЪтку 
вдвое больше, чфмъ на предыдущую. Царь охотно обЪщалъ ему 
исполнить такую, повидимому, скромную просьбу. Но, `когда 
приступили къ выполнен1ю этой просьбы, обнаружилось, что 
не хватить для заполнен!я клЪтокъ доски не только всЪхъ цар- 
скихъ запасовъ, но даже хлЪба со всей страны. Когда объ 
этомъ доложили царю, онъ обратился къ изобрЪтателю съ сл$- 
дующими словами: «Твое остроум!е превосходитъ талантъ, про- 
явленный при изобрЪтен!и шахматной игры». 

‚ Дйствительно, для шахматной доски (въ 64 клЪтки) требуется 
колоссальное число 


18 446 744 073 709 551 615. 


Царь не могъ исполнить этой просьбы; онъ не могъ ее исполнить 
даже и въ томъ случаЪ, если бы обладалъ всей землей и всю свою 
жизнь съялъ бы и пожиналъ пшеницу. Если бы посыпать равно- 
мЪрно поверхность всей земной суши пшеничными зернами, то 


указаннаго числа зеренъ хватило бы на слой толщиной въ 9 милли-. 


метровъ. 
Сколько у каждаго изъ насъ предковъ? 


` Геометрическая прогресыя съ знаменателемъ 2 играетъ извЪст- 
ную роль въ родословной каждаго человЪка. У каждаго изъ 
насъ имФется 2 родителя, 4 дЪдушки и бабушки, 8 прадъдушекъ 
и прабабушекъ и т. д. Если продолжить этотъ рядъ чиселъ далЪе 
и считать только 3 поколЪн1я на каждыя сто лЬть, то для любого 
изъ насъ получится къ началу хрисМанскаго лФтосчисленя 
гранд!озное число предковъ. ДЪйствительно, сто лЪть тому на- 
задъ жили 8 предковъ даннаго лица; 200 лЪть тому назадъ 
64 предка и т.д. Такимъ образомъ, тысяча девятьсотъ лЪтъ тому 
назадъ должно было жить 819 предковъ даннаго лица. Это составить 
приблизительно 144000 билтоновъ людей, если же взять не 
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предковъ отдЪльнаго лица, а предковъ всЪхъ нын$ живущихъ на 
землЪ людей, то получится, конечно, еще большее число людей. 
Но для такого числа людей не нашлось бы мЪста на всей земной 
поверхности, даже при услов]и, что вся поверхность земли, 
включая горы, океаны и пустыни, сплошь покрыты тЪсно при- 
жатыми другъ къ другу предками только одного лица. ДЪйстви- 
тельно, чтобы помЪстить на земной поверхности 144000 билтоновъ 
людей, надо на каждомъ квадратномъ дециметрЪ пом$стить по 
2 или 3 человЪка, а это, конечно, невозможно. Предположить, что 
наши предки жили въ воздухЪ или въ вод, невозможно; а потому 
мы какъ-будто бы стоимъ передъ необычайной загадкой, которая 
становится. еще болЪе поразительной, если принять во вниман!е, 
что ни одна лфтопись и ни одинъ памятникъ старины не сви- 
дфтельствують о такомъ невЪфроятномъ перенаселени. СлЪдо- 
вательно, гдЪ-то въ нашемь разсужден!и кроется ошибка. Эту 
ошибку можно найти, если вспомнить о родствЪ между людьми, 
хотя бы его и не всегда можно было прослЪдить. Правда, обыкно- 
венно человЪфкъ имЪетъ 8 прародителей, но имЪетъ ли онъ 16 раз- 
личныхъ прапрародителей, уже подлежитъ сомнфн1ю, такъ какъ, 
благодаря бракамъ между дальними родственниками число 16 
можеть упасть до 14 и ниже. Принимая во вниман!е указанное 
соображене, при дальнфишихъ разсужден1яхъ, можно видЪть, 
что при переходЪ оть одного поколЪн!я предковъ къ предшество- 
вавшему не всегда нужно удваивать число этихъ предковъ. 
Такъ какъ число предковъ даннаго лица, жившихъ 1900 ЛЬТЪ 
тому назадъ, не могло превышать числа всЪхъ людей, жившихъ 
въ то время, то ясно, что на протяжен!и 19 вЪковъ у предковъ 
даннаго лица очень часто происходили браки между лицами, 
находившимися въ родствЪ, хотя бы послЪднее и было недо: 
казуемо. Такимъ образомъ, въ отдаленныхъ поколЬШяхъ истин- 
ное число предковъ будетъ весьма далеко отъ теоретическаго 
максимума. ` 


Превращения копейки. 


Какъ извЪстно, вычислене сложныхъ процентовъ основано 
на геометрической прогресси, и если предположить, что капи- 
талъ отданъ въ ростъь на сложные проценты въ течене большого 

А. Ляминъ. Физ,-Мат. Хрест. Т.И. 7 
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промежутка времени, то мы пришли бы къ весьма большимъ 
числамъ. Если считать по 4,7 °/, то, какъ извЪстно, капиталъ 
увеличивается въ 100 разъ черезъ каждыя 100 лЪть. Поэтому, 
если, напримБръ, кто-либо изъ нашихъ отдаленныхъ предковъ, 
жившихъ ровно 1000 лЪть тому назадъ, вздумалъ бы пом$стить 
одну копейку по 4,7 сложныхъ процентовъ, то оказалось бы, что 
мы въ настоящее время были бы обладателями огромнаго капитала. 
Чтобы судить о величинЪ этого капитала, надо взять милтардъ 
шаровъ изъ чистаго золота, величиной каждый съ земной шаръ. 
Стоимость ихъ и будетъ выражать искомую сумму. 


Ханойская башня. 


Игра, извЪстная подъ именемъ Ханойской башни, придумана 
французскимъ математикомъ Люка. Онъ сочинилъ легенду объ 
индусскомъ происхожденйи этой игры, назвавъ ея авторомъ 
Клауса (С]ацз есть анаграмма отъ [Глсаз). Легенда эта гласитъ, 
что при сотворен!и м1ра Брама, подъ куполомъ главнаго храма 
города Бенареса, поставилъ на бронзовой доскЪ три алмазныя 
палочки и на одну изъ нихъ надЪлъ 64 золотыхъ кружка, д1а- 
метры которыхъ шли уменьшаясь снизу вверхъ, и повелЪлъ жре- 
цамъ перенести ихъ на третью палочку, соблюдая услов1я, чтобы 
не переносить за одинъ пр!емъ болЪе одного кружка и снятый 
^ | кружокънадфватьили 
|< на свободную палочку 
или накладывать его 
на другой кружокъ, 


| д!аметра. Когда всЪ 

/ кружки будуть пере- 

й несены на 3-ю палоч- 

й ку, наступить конецъ 
Я м!ра... 

Ниже мы вычис- 

лимъ, сколько времени 

понадобится жрецамъ для рфшен]я задачи Брамы, а пока обра- 

тимся къ собственно ханойской башнЪ, которая состоитъ всего 

лишь изъ 8 деревянныхъ или картонныхъ кружковъ, надфтыхъ на 


Рис. 5. 


но только‘ большаго | 
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палочку А (рис. 5). Задача, слфдовательно, будетъ состоять 
въ томъ, чтобы переложить всЪ кружки съ палочки А, пользуясь 
свободной палочкой В, на палочку С, соблюдая сл дующ1я усло- 
в1я; 1) не переносить за одинъ пр!емъ болЪе одного кружка 
и 2) снятый кружокъ переносить или на свободную палочку или же 
накладывать на кружокъ большаго д1аметра, но ни въ какомъ 
случаЪ не на менышй. 

Предположимъ, что мы имЪемъ всего лишь два кружка. Пере- 
несемъ 1-й (верхн!Й) кружокъ съ А на В, затЪмъь 2-й кружокъ 
съ А наСи, наконецъ, 1-й кружокъ съ В на С. Изобразимъ этотъ 
процессъ слБдующимъ рисункомъ: 


А _ В 


Рис. 6. 


ЗдЪсь А, Ви С означаютъ палочки. №№ |1 и 2 — кружки. 
СтрЬлки и цифры при нихъ — порядокъ переложен!я, а также 
откуда и куда переносятся кружки. Число стрфлокъ, стоящихъ 
противъ нумера кружковъ, указывають, очевидно, число пере- 
ложе й для каждаго кружка. 

Подобные же чертежи будемъ строить и для’ слдующихъ 
случаевъ. Мы видимъ, что въ случаъь двухь кружковъ 
число переложен]й для кружка 1-го...2] всего 3 пере- 

› > › » 2-го... 1 ложенИя. 


Для трехъ кружковъ найдемъ: 


7ж* 
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Итакъ, въ случаЪ трехъ кружковъ им$емъ: 


число перепожен!й лля кружка 1-го... 4==2? 
» у » » 2-0... 2=2 
» » » » 3-го... 1=20 


| всего 7 пере- 
| ложенй. 


Для четырехъ кружковъ: 


Рис. 8. 


СлЪдовательно, для четырехъ кружковъ мы имЪемъ: 


число переложен!й для 1-го кружка 8=23 


» » ›» 2-го » 4=2? | всего 15 пере- 
у » У З-го » 2—=—21 ложенй. 
у » $ 4-го у» 1=20 | 


Поступая такимъ же образомъ и дальше, найдемъ что число 
встъхь переложен!й для даннаго числа кружковъ выразится суммой 
степеней двухъ, при чемъ наибольший показатель степени будеть 
на | меньше числа данныхъ кружковъ; искомая сумма этихъ пере- 
ложен1й выразится въвидЪ: 1--21--224-24--25--.. .--2"-1 (гдЪ 
п — число кружковъ), т.-е. она представитъ собой сумму членовъ 
геометрической прогресс1и и будетъ равна 2"“—1. 

Такимъ образомъ число переложенй въ случаЪ ханойской 
башни (8 кружковъ) будетъ равно 28—1==255. 
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Теперь мы можемъ приблизительно опредфлить и то время, 
которое понадобится для рЪшен1я задачи, поставленной жрецамъ 
Брамой. Если положить, что на переносъ одного кружка по- 
требуется 1 сек., то число всЪхъ секундъ будеть равно 284— 1 = 
—18446744073709551615, иначе говоря, жрецамъ придется тру- 
диться не менфе пяти милтардовъ вЪковъ... 


Ериптограф1я. 


(Тайнопись.) 


Сложныя условя общественной жизни людей: заставили по- 
слЪднихЪ при сношен!и другь съ другомъ выработать въ письмЪ 
особый символическ!Й языкъ, служашШ для выраженя тфхъ 
мыслей, которыя почему-либо не должны быть извфстны другимъ, 
кромЪ посвященныхъ въ тайну письма. 

Но было бы ошибкой думать, что тайнопись или кринтографя 
есть продуктъ творчества позднЪйшаго времени. Въ простомъ 
видЪ она существовала еще въ древн1я времена. О ней упоминаетъь 
уже Геродотъ и даетъ даже образцы тайныхъ писемъ. 

Средн!е вЪка, изобиловавш!е войнами и отличавшиеся при- 
дворными интригами, усовершенствовали тайнопись и обогати- 
лись новыми системами, надъ изобрЪтенемъ которыхъ трудились 
многе выдающеся люди. 

Въ настоящее же время криптограф]я достигла апогея своего 
развит!я, чему не мало способствовало развитйе международныхъ 
отношенй и сложныхъ торговыхъ операшШЙ. Теперь не проходить 
дня, чтобы почти во всЪхъ концахъ земли не разсылались шифро- 
‚ванныя телеграммы, неся въ себЪ важныя донесен!я дипломатовъ, 
сенсащонныя извЪст1я корреспондентовъ, многознаменательныя 
сообщен!я торговаго класса и т. д. Важность и необходимость 
остроумнаго шифра въ настоящее время очевидна. Въ виду ин- 
тереса, который представляеть собой криптограф!я, мы здЪсь 
даемъ нЪсколько системъ тайнописи, и притомъ непосредственно 
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передъ теор1ей соединенй, такъ какъ, разсматривая многочислен- 
ныя системы криптограф1и, мы замЪчаемъ въ нихъ зачатки теори 
соединен!й: въ нихъ мы встрфчаемъ перестановку буквъ и цифръ, 
ихъ размЬщен!е въ опредфленномъ порядкЪ, а подчасъ и ихъ сс- 
четан!1я и т. п. 

Тайнопись свидЪфтельствуеть о громадной сообразительности 
и изобрЪтательности человЪческаго ума. Помимо того, тайнопись, 
изобрфтенная человЪкомъ, есть лишь малая доля тайныхъ письменъ 
природы, въ сокровенный смыслъ которыхъ настойчиво ста- 
рается проникнуть безпокойный умъ человЪка, стремящагося 
къ познан!ю истины. 

Въ настоящее время человфку удалось расшифровать очень 
много изъ этихъ письменъ, начиная съ ТЪхь, которыя заклю- 
чаются въ здоровомъ и больномъ организмЪ, и кончая ТФми, ко- 
торыя начертаны на небесномъ сводЪ, и хотя человЪкъ все-таки 
оказывается стоящимъ еще предъ безчисленнымъ множествомъ 
неразгаданныхь знаковъ, несмотря на всЪф уситя своего ума 
понять ихъ, все-таки слфдуетъ итти смфло и бодро впередъ, 
не пренебрегая изучемемъ хотя бы тайнописи, созданной чело- 
въческимъ умомъ. Вспомнимъ, что прочтене тайныхъ знаковъ 
древнихъ — 1ероглифовъ, расширило кругозоръ не только ума, 
но и духа челов$ка. 


Числовой способъ*). 


Эта система состоитъ въ замЪнЪ буквъ числами; напр., берется 
русс й алфавитъ, и перенумеровываются буквы, начиная съ а 
послфдовательно отъ 1 до 35 (число буквъ алфавита); 


абвгдежзитйклмно пр ст 
12345678910 11 12 13 14 15 16 17 18 192 


уфхичшщьыь ф  эюяе 
21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31! 32 33 34 35 


*) На стран. 260-й [ тома Физико-Математической хрестомат1и приведена 
криптограмма, основанная на двоичной системЪ. 
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Чтобы составить криптограмму, стоить только каждую букву 
слова замЪнить соотвЪ$тствующимъ числомъ, отдфляя эти числа 
другъ отъ друга запятой во избЪжан!е неясностей; слова же обык- 
новенно отдфляють черточками. Такъ, напр., фраза: «сегодня 
вечеромъ уфзжаю» по этому способу, изобразится такъ: 


19,6,4,16,5,15,34 —3,6,25,6,18,16,14,28—21,31,8,7,1,33 


Этоть способъ секретнаго письма очень простъ для расиииф ро- 
вамя. Немного сообразительности и вдумчивости, и написанное 
числами легко переводится на буквы. 


Фигурный способъ. 


Существуютъ еще очень простые способы для передачи тайнъ, 
при посредствЪ частей какой-либо геометрической фигуры. 

Приведемъ одинъ изъ такихъ способовъ. 

Проводять двф пары параллельныхъ прямыхъ, пересЪкаю- 
щихся подъ прямымъ угломъ. Въ срединф образуется прямо- 
угольникъ, окруженный восемью неполными прямоугольниками. 
Въ каждомъ изъ этихь частей пишется въ двЪ строки по 4 буквы 
алфавита, которыя перенумеровываются цифрами оть 1 до 4, 
или только въ горизонтальномъ, или только въ вертикальномъ 
направлен1и (безразлично). 


аб деи! 
вгГгжзйк 
лм пр уф 
ностхц 
чшыь юя 
щъ вое 


Понятно, что каждая буква такимъ образомъ будетъ опре- 
дфляться какъ той частью фигуры, въ которой эта буква стоитъ, 
такъ и нумеромъ послЪдней. Такъ, напр., если принять порядокъ 


нумерац!и въ горизонтальномъ направлеши, т.-е. если обозна- 
аб 
. чить $ и т.д. то, напр., буква щ изобразится слъдующимъ 
85 


ии ТСК: 2 г. 
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образомъ 3|, буква р такъ | 


— 


. НапримЪръ слово «уфзжаю», 


будучи выражено посредствомъ этого шифра, приметъ видъ: 
Г: [8141 13| НП. 


- 


_ Тарабарская грамота. 


Мало кто знакомъ съ сущностью тарабарской грамоты, хотя и 
часто употребляютъ это выражен!е, придавая ему значенйе «без- 
смыслицы». На самомъ же ДЪЛЬ это далеко не безсмыслица, 
а вполнф разумный способъ передачи тайнъ, практиковавц!йся 
въ древней Руси. | 

Смыслъ тарабарской грамоты заключается въ слдующемъ: 
располагаютъ согласныя буквы въ два ряда такимъ образомъ: 


бвгджзклмн 
щжшчцх фтсеоертп 


и при писан!и вм$сто согласныхъ одного ряда ставять друпЯя. 
Гласныя же оставляютъ безъ измЪненя. По этому способу, напр., 
слово «криптограф1я» напишется такъ: «тминкочмаз!я». 


Системы перестановокъ. 


ВсЪ предыдущ!е виды тайнописи слишкомъ просты. При из- 
въстной сноровк$ и нЪкоторой сообразительности легко прочесть 
любую криптограмму, написанную съ помощью одного изъ ука- 
занныхъ способовъ. Существують болфе надежныя системы; 
таковъ, напр., методъ перестановки (транспозищЩи), къ описанйю 
котораго мы и перейдемъ. 

Пусть требуется передать слЪдующее сообщен!е: «завтра 
пр!Ъзжаеть ревизоръ». у 

Сосчитавъ*) число буквъ фразы (ихъ будетъ 24), мы строимъ 
прямоугольникъ и разбиваемь его прямыми, параллельными 


*) Въ случаЪ надобности (если, напр., число всЪхь буквъ нечетное, 
можно въ концЪ фразы дописать желательное число какихъ-нибудь ничего 
не значащихъ для сообщен!я буквъ. 
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сторонамъ, на 24 кл$тки, въ которыхъ и помфщаемъ буквы въ опре- 
дъленномъ порядкЪ: горизонтально слЬва направо или справа 
налЪво, вертикально сверху внизъ или снизу вверхъ и т. п., но | 
такъ, чтобы буквы шли въ послфдовательномъ порядкЪ фразы. 


| в аъ ее 
ар 1|а р 
т р м и р 


Мы размЪстили ихъ по д1агоналямъ слфва направо и снизу 
вверхъ. 

ЗатЬмъ пишемъ всЪ буквы по порядку, получается слЪдующая 
чепуха, въ которой очень трудно разобраться постороннему: 


зваЪееар1арзтржъиризтвоъ 


Адресату, по получен]и этого набора буквъ, остается только 
построить соотвЪтствуюций прямоугольникъ и размЪстить буквы 
по клЪткамъ. 

Но возникаетъ вопросъ: какой построить прямоугольникъ 
въ случаЪ большого числа буквъ? ВЪдь, напр., для фразы въ 
48 буквъ можно построить прямоугольникъ со сторонами: 2х 24, 
3х16, 4х12, 6х8 и т. д. Можно условиться разъ навсегда, 
чтобы стороны прямоугольника выбирать наиболЪфе близкими 
къ квадрату, при чемъ большее число клфтокъ должно быть 
въ горизонтальномъ направлен!и. Для фразы въ 48 буквъ соот- 
вътствующ прямоугольникъ будетъ, слЪдовательно, 8х6. 

Изъ изложеннаго видна вся трудность дешифрирован!я такого 
сообщен1я. 

Къ только что описанной системЪ примыкаеть другая, не менфе 
трудная. | 

Положимъ, посылается слЪдующее донесен{е: 

«Непр1ятель отступаетъ, перехожу въ наступлен!е». 

Ключъ для шифра — число 73425, 
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Пишется это число, а подъ нимъ донесен!е такимъ образомъ: 
7|3|4]|2|5 


| от сту 
п|ае|т|ъ 
пе р|е|х 


е|ъ|ъ|ъ|ъ 
(буквы 5 въ конц донесен!я служатъ лишь для заполнен|я пустыхъ 
мъстъ). ЗатЪмъ мфняется расположен!е цифръ числа въ другое, 
положимъ въ 47523, а вМЪСТЬ съ ТЬМЪ и переставляются соотвЪт- 
ствующ1я цифрамъ ключа столбцы буквъ, получается слЪдующее: 


— ————ы—>  —ы—[— 


————————___ [—=— 


———.щы—ы————.— 


рирьсиеь | тик | чимроьещиииь | чистим» | ионы 
—— == ыы — — 


—ы АА/ААА =— 


ия 
< 
ы 
я 
ы 


ДалЪе буквы переписываются въ обычномъ порядкЪ, и донесе- 
не принимаетъ слЪдующ!Й видъ: 

пн 1 рееяьлтсоуттепътарихееуоъвженута 
еп нлъеъъъ 

Прочесть это сообщен!е лицу, не имъющему ключа, почти не- 
возможно, такъ какъ ему придется перебрать всЪ перестановки 
изъ 45 элементовъ. Эта работа усложнится еще болЪе, если пере- 
давать криптограмму не въ обычномъ расположен!и буквъ. 


— 108 — 


Вообще же затруднить дешифрирован!е въ данномъ случаЪ можно 
большимъ числомъ способовъ расположен1я буквъ. 


Квадратный шифръ. 


Эта система очень остроумна по своей идеЪ, и представляетъ 
неодолимыя затруднен!я для дешифрирован!я. Заключается она 
въ томъ, что буквы алфавита располагаютъ въ горизонтальномъ 
и вертикальномъ направлени слЪдующимъ образомъ: 


абвгдежзи 1 йклмнопрстуфхцчшщьыь В эюя® 
бвгдежзи 1 йклмнопрстуфхцчшщьыь $ эюяеа 
вгдежзи | йклмнопрстуфхцчшщьъыь фэюяеаб 
гдежзи!: йклмнопр стуфхцчшщь ыьфэюяеабв 
дежзи: йклмнопрстуфхцчшщъыь $ эюяеабвг 
‘ежзи: йклмнопр стуфхицчшщьъыь $ эюяеа бвгд 
жзи1 йклмнопрстуфхцчшщьъы ьЪэюябабвгде 
зи йЙклмнопрстуфхцичшщьъы ьЗэ яеоабвгдеж 
и абвгдежз 
бвгдежзи 
вгдежзи 1 
гдежзитй 
дежзитйк 
ежзи1й кл 
жзи1йклм 
зи йклмн 
и йклмно 
1йклмноп 
йклмнопр 


1йклмнопрстуфхцчшщьыь $ э 
Фиклмнопрстуфхичшщьыь  эю 
йклмнопрстуфхичшщъыь Вэюя 
клмнопрстуфхцичшщъы ьЗэюяе 
лмнопрстуфхцчшщъыь Ъэюяеа 
мнопрстуфхцчшщьъыь $ эюяеаб 
нопрстуфхицчшщьыь $ эюясабв 
опрстуфхицичшщьнынь эюяеабвг 
прстуфхцчшщьыь Ъэю яеабвгд 
рстуфхц чшщьыьфэюя еабвгде 
сту фхцчшщьыь БЪэюяе абвгдеж 


рстуфхц 
стуфхцч 
стуфхцчш 
туфхцчшщ 
уфхичшщь 
фхцчшщьы 
уфхцчшщьыь 
фх цчшщьыь 
хцчшщьыь $ э 
цчшщъыьЪэю 
чшщъыьэюя 


чшщъыьфэюяеабвгдежзи1й кл 
шщъыьфэю яеа@ вгдежзи1йклм 
щъыьЪфэюяе абвгдежзи1 йклмн 
ъыьЪфэюяеабвгдежзитйклмно 
‘ыьфэюяеабвгдежзи!:йклмноп 
ьъэюяеабвгдежзи 1йклмнопр 
Ъ5 эюя еабвгдежзи: йклмнопрс 
эюяеабвгдежзи1йклмнопрст 
юяеабвгдеж зи1уйклмнопрсту 
яеаб вгдежзи | йклмнопрстуф 
оабвгдежзи | йклмнопрсту фх 


туфхцичшщьъы ьЪф эюяеабвгде жз клмнопрс 
уфх цчшщъьъыь фэюяеабвгдежзи лмнопрст 
фхицчшщъьыьф эюяе абвгдежзи ! мнопрсту 
нопрстуф 
цчшщъыь фэюяеабвгдежзи1 йк опрстуфх 
п 
Р 


ю 
я 
9 
а 
6 
в 
Г 
д 
е 
ж 
Е 
и 
1 
й 
к 
л 
м 
н 
о 
п 
р 
с 
т 


чнвнвозвзаонняняхеяЖ окон яшоароф 


ю 
я 
о 
а 
6 
в 
г 
д 
е 
ж 
Е 
и 
1 
Йй 
хцчшщъыьЪэю яеабвгдежзи 1йк 
л 
м 
н 
(9 
п 
Р 
с 
т 
у 
ф 
х 
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Чтобы воспользоваться этой таблицей, необходимъ «пароль» 
(т.-е. секретное слово), служащ!И ключомъ для дешифрированйя. 
Пусть этотъ «пароль» будетъ слово «штыкъ». 

Для передачи ранфе указаннаго донесеня: «непрятель от- 
ступаетьъ, перехожу въ наступленте» поступають такъ: пишутъь 
буквы пароля надъ буквами донесешя: 

ШТЫКЪШТЫКЪШТЫКЪШТЫКЪ 
непр1я тельотступаетъ 


штыкъштыкъштыкъштыкъш 
перех ожувънасту плен {е. 


Затфмъ въ составленной таблицЪ ищуть буквы, стоящ1я на пере- 
сЪчеши горизонтальнаго и вертикальнаго рядовъ, начинающихся 
съ буквъ донесен!я и пароля. Въ нашемъ случаЪ горизонтальный 
рядъ съ начальной. буквой н даетъ на пересфчен!и съ вертикаль- 
нымъ рядомъ съ начальной буквой щ — букву е, которая и 
будетъ первой буквой криптограммы. ПересЪчен!е рядовъ подъ 
литерами е и т (вторыя буквы донесен!я и пароля) даетъ букву 
ш, это 2-я буквы криптограммы и т. д. Такимъ образомъ слово 
«непр!ятель» изобразится такъ: 
| дчьсацгяцф 

Обратно, чтобы дешифрировать донесенйе, надо надъ каждой 

его буквой надписать посл$довательно буквы пароля; 
ШТЫКЪШТЫКЪ 
дч1ыа цгяцф 

ЗатЬмъ, обращаясь къ таблиц, ищутъ въ столбцахъ начи- 
нающихся буквами пароля соотвЪтствующя буквы криптограммы. 

Такъ, напр., беремъ столбець съ начальной буквой ш (1-ой 
буквы пароля) и, найдя въ немъ букву д (1-ая буква криптограммы), 
замЪчаютъ начальную букву горизонтальнаго ряда, въ которомъ 
эта буква д содержится; этой начальной буквой будцетьъ н, т.-е.пер- 
вая буква дешифрированной криптограммы. Поступая такимъ же 
образомъ далЪе, мы прочтемъ все донесенйе. 

Особенность этой системы заключается, между прочимъ, въ томъ, 
что одинаковыя буквы изображаются въ одномъ и томъ же словЪ 
криптограммы различными буквами. Такъ, напр., въ словЪ «непря- 
тель» одна и та же буква е въ криптограммЪ обозначена одинъ разъ 
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черезъ ч, а другой — черезъ я. Наоборотъ, различныя буквы, напр., 
яил въ томъ же словЪ$ криптограммы изображены буквой ц. 
Незнакомымъ съ этой системой и думать нельзя пытаться про- 
честь донесене, а если система и извЪстна, то это еще не значитъ, 
что успЪхъ обезпеченъ; надо еще найти ключъ, а это и является 
наиболЪе труднымъ, хотя и возможнымъ. Въ самомъ дфлЪ, по- 
ложимъ, что донесене попало въ руки непр1ятеля; послфднй, 
разсматривая криптограмму, можеть догадаться, что послфднее 
слово означаеть «наступленйе». Этого довольно, чтобы путемъ 
сопоставлен! и пробъ добраться до ключа, а слЪдовательно, и до 
смысла криптограммы. Поэтому во всЪхъ государствахъ поль- 
зуются другимъ методомъ, а именно методомъ словарей. 
Словари содержатъ въ себЪ опредЪфленныя группы цифръ или 
буквъ, каждая такая группа обозначаетъ какое-нибудь слово. 
ИмЪя такой словарь, легко написать и прочесть криптограмму. 
Вь виду важности государственныхъ тайнъ, так!е словари 
выдаются только вполнЪ надежнымъ, непосредственно заинтере- 
сованнымъ въ сохранен!и тайнъ, пицамъ. 


Любопытный замокъ. 


НавЪрное, читателю приходилось встрЪчать въ продажЪ замки, 
которые отпираются только посредствомъ сочетан!я имфющихся 
на замкЪ передвижныхъ буквъ въ опредфленное слово. Этоть за- 
мокъ иметь слЬдующ видъ: 


Рис. 9. 


На земкЪ имЪются три металлическихъ кольца П, Ш и [Уи 
сплошной кругъ 1, съ написанными на нихъ буквами. ВсЪ они 
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скользятъ другъ по другу при своемъ вращен!и около общей 
оси. Надо кольца вращать до тхъ поръ, пока буквы, стоящя 
вертикально, по направленю стрфлки М, не составили бы сек- 
ретнаго слова, при которомъ замокъ свободно открывается. 
Такъ, напр., если это слово есть «ВЪра», то кольцо 1\У вращають, 
пока буква в не встанетъ противъ стрфлки М, кольцо И! — пока 
буква ть не окажется подъ в, Пи [—пока буквы риане дополнять 
столбецъ до слова «ВЪра». 

Насколько трудно добраться до секретнаго слова и, слЪдова- 
тельно, открыть замокъ, можно видЪть изъ слЪдующаго. Въ нашемъ 
случаЪ число буквъ въ каждомъ кольцЪ 12, поэтому число группъ 
можеть быть 12%=1728, и изъ всфхъ этихь группьъ надо вы- 
брать одну, составляющую данное слово. | 

Идеей этого замка можно воспользоваться для криптограммъ, 
а это обстоятельство ясно указываетъ на ту связь, которую крипто- 
граф я имфеть съ теор!ей соединенй. 


Приложеня теорши соединений. 
Церемонный обЪдъ. 


Талантливый французск И математикъ Лезанъ разсказываетъ, 
между прочимъ, слЪдующее: . 

Какъ-то вечеромъ на общИЙ обЪдъ сошлось 12 человЪкъ. МЪста 
не были заранфе распредЪлены, а потому, когда настало время 
садиться за столь, церемонные гости затБяли вЪжливый споръ 
о МЬстахъ. 

Кто-то изъ присутствующихъ, желая прайти на помощь, пред- 
ложилъ спорящимъ испробовать всф возможные способы раз- 
мЬщен!я и выбрать изъ нихъ самый подходящй. Начали про- 
бовать, но черезъ нфкоторое время вынуждены были прекратить 
всякую попытку въ этомъ направлен!и въ силу создавшейся пу- 
таницы. Смущене гостей было разрЪшено находящимся среди 
нихъ математикомъ, который предложилъ тянуть жреб]й — кому 
куда сЪсть. Совфть былъ принять, и обфдъ окончился самымъ 
сердечнымъ образомъ. 

За десертомъ математикъ объяснилъ присутствующимъ, что 
въ данномъ случаЪ вопросъ о размъщен!и за столомъ проще было 
ршить жреб]емъ, потому что, полагая только одну секунду на 
переходъ отъ одного размЪщен!я къ другому и продолжая эту 
«маленькую игру» и день и ночь не останавливаясь, пришлось бы 
въ ней провести болЪе 15 лЪть и 2 мЬсяцевъ, не принимая при 
этомъ въ расчетъ високосные годы. 

«Вы видите», сказалъ въ заключен!е математикъ, «что во время 
такой игры жаркое давно бы засохло, а всЪ мы, навЪрное, по- 
гибли бы отъ голода и лишенйя сна. Будемте церемонны, если это 
намъ нравится, но не слишкомъ»... 
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ДЪиствительно, число различныхь способовъ распредЪлен!я 
12 лицъ за однимъ столомъь съ 12 приборами (т.е. Р1.) рав- 
няется 479001600, а 15 лЪть и 2 мЬсяца содержать въ ‚себъ при- 
близительно такое же число секундъ. 

Французскому математику Эдуарду Люка пришла въ голову 
ген!альная идея — представлять перестановки нЪсколькихъ пред- 
метовъ графически. Онъ ихъ назвалъ «фигурными пермута- 
щями» (перемЪщен!ями). 

Чтобы дать о нихъ понят!е, положимъ, что намъ надо изобразить 
графически всЪ перестановки изъ 4 элементовъ: а, В, сид. 
Такихъ перестановокъ будеть 1.2.3.4=24, а именно: 


а5са Бас саб ЧаБс 
абас Баас сааЬ Чась 
а45с .Час саб асаБ 
а4асьЬ Баса саБа @сЪа 
асаь 49а сЬда @Бса 
асЬа . а сБаЯ аЬгс. 


Нарисуемъ квадратъ, состоящ!й изъ 16 клтокъ (4?) и усло- 
вимся, что горизонтальные ряды клтокъ будуть соотвЪтство- 
вать элементамъ, а вертикальные — мЪсту, занимаемому элемен- 
тами въ перестановкахъ, тогда каждый элементъ обозначится 
клЪткой, стоящей на пересфчени соотвЪфтствующаго горизон- 
тальнаго и вертикальнаго ряда клБтокъ. Такъ, напр., элементы 
а, 60, си 1-й перестановки изобразятся слЪдующими заштрихо- 
ванными клЪтками: 


1 2 3 4 


А. Ляминъ. Физ.-Мот. Хрест. Т. И. 8 
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а элементы 2-й перестановки изобразятся такъ: 


Рис. 11, 


Изобразивъ подобнымъ же образомъ остальныя перестановки, 


будемъ имфть слЪдующую таблицу: 


зе 


Рис. 12. 


5 элементовъ 


< 
яй 


надо взять квадратъ, состоящИЙ изъ 25 клЬтокъ ит. д.; вообще же, 


Для получен!я фигурныхъ перестановокъ изъ 


клётокъ можно графически пред- 


посредствомъ квадрата изъ п? 


ставить всЪ п! перестановокъ. 
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Анаграммы. 


‚ Если мы возьмемъ какое-нибудь слово и будемъ въ немъ раз. 
личнымъ образомъ переставлять буквы, то среди всЪхь пере- 
мъщен!й могуть встрЪтиться новыя слова, которыя называются 
анаграммами. Такъ, напр., Езявъ слово «Або» (городъ въ Фин- 
лянд1и), состоящее изъ 3 буквъ и переставляя въ немъ различ- 
ными способами буквы, мы получимъ слЪдующя 6 комбинащшй: 


або бао 
аоб боа 
оаб оба, 


въ числЪ которыхъ есть 2 анаграммы «боа» и «оба». 

Точно такъ же перестановкой буквъ въ словф «икра» получимъ 
анаграммы «каир», «раки», «кира». Можно составить анаграмму 
не только изъ словъ, но и изъ цфлыхъ фразъ, при чемъ могутъ 
получиться какъ новыя слова, такъ и новыя фразы. 

Составлен!емъ анаграммъ въ свое время занимались мноше 
величайше математики. НЪкоторыя анаграммы пр1обрфли даже 
извЪСТНоСтЬ. | | 

Укажемъ. здфсь слЪдующ]я французск!я анаграммы: 

1. Выражене Нее ]ачие Степ (брать Яковъ Клеманъ), 
превращается при соотвЪтствующей перестановкЪ буквъ, въ 
с’езё Гепг, 4\! т?а стёб (меня создалъ адъ). 

2. Фраза КёуошИоп Напса1зе (французская револющ1я) пре- 
вращается въ Оп уе согзе 1а Нита (корсиканское вето ее по- 
губитъ). 

Но самая интересная анаграмма принадлежитъь великому 
математику и философу Паскалю (1623—1662). Въ его «Репзёез» 
(«Мысли») мы находимъ слъдующее мфсто: «Га тат ёге 4’6сите 
4’Ер1сае, Че Моп+а1япе е{ 4еЗа]отоп 4е Ти!Ше ез{ 1а р1из Я’изаее» 
(«Стиль Эпиктета, Монтеня и Саломона де Тюльти самый употре- 
бительный»). 

Ученымъ имена Эпиктета и Монтеня были извЪфстны, но кто 
такой былъ эа]отоп 4е Тие = это оставалось надолго загадкой 
для нихь. Комментаторы сочиненйй Паскаля видЪфЛИ въ этомъ 
имени вымышленное лицо, псевдонимъ, придуманный авторомъ. 


8* 
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Что это псевдонимъ — это вфрно, но лицо, скрывавшееся 
за нимъ, былъ никто иной, какъ самъ Паскаль. Въ самомъ дЪлЪ, 
переставляя буквы въ словахъ баотоп 4е ТшЧе, мы получимъ 
анаграмму [01$ 4е Моща[е, т.-е. тотъ самый псевдонимъ, кото- 
рымъ Паскаль подписывалъ свои «Ге тез Ргоушса1ез» («Письма- 
провинщала»). 


Шахматный вопросъ. 


Если на МЪсто заштрихованныхъ клфтокъ (рис. 12) мы поставимъ 
туры (шахматная фигура), то увидимъ, что ни одна тура не мо- 
жетъ взять другую. 

Такихъ расположен й 4 туръ, для случая доски въ 16 кль^ 
токъ, будеть всего 24=1.2.3.4. Зная это, нетрудно найти 
число различныхъ расположен 8 туръ для случая шахматной 
доски (въ 64 кл$тки). Это число будеть равно Ра=8!=40320. 

Не такъ легко ршить вопрось о числЪ различныхъ располо- 
жен!й 8 королевъ на шахматной лоскЪ такъ, чтобы ни одна изъ 
нихъ не могла брать другую. 

Эта задача была предложена знаменитому Гауссу, который сна- 
чала нашелъ 72, затБмъ 76 и, наконецъ, 92 рЪшения. 

Чтобы справиться съ этой задачей, мы разберемъ сначала боле 
простые случаи. Положимъ, что у насъ им$ются 2 королевы и 
доска въ 4 клтки. Въ этомъ случа, конечно, задача ръшен!й 
не имЪетъ, такъ же, какъ и въ томъ случаЪ, когда число королевъ 
3, а клЪтокъ 9. 

Для 4 королевъ можно уже найти рфшене, напр. такое, какое 
показано на рис. 13. 


р’ 


° 2% 
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Постараемся найти всЪф возможныя рфшен!я для случая 4 ко- 
ролевъ и 16 кл$токъ. Прежде всего обозначимъ вертикальныя 
колонны клфтокъ черезъ а, 6, си 4, а горизонтальные ряды 
ихъ (строки) черезъ 1, 2, Зи 4. ЗатЬмъ замЪтимъ, что въ каждой 
колоннЪ и въ каждой строкЪ непремЪнно должно быть по коро- 
левЪ, въ противномъ случаЪ королевы будутъ взаимно побиваться. 
Такъ, напр., если въ колоннЪ с не будетъ находиться королевы 
(с4), то послЪдняя должна занять какую-либо другую колонну 
и оказаться такимъ образомъ подъ ударомъ другой королевы. 
То же разсужден1е относится и къ строкамъ. 

Но если у насъ есть’ одно правильное ршен!е, то изъ него 
можно получить всегда и второе ршенйе: стоить только раз- 
МФстить колонны въ обратномъ порядкЪ, что равносильно от- 
ражен!ю доски въ зеркалЬ, поставленному у ея праваго края*). 

Если у насъ имЪется одно ръшен!е: а3, 61, с4, 42, то указаннымъ 
путемъ мы получимъ второе: а2, 64, с1, 43. Больше рЪшений для до- 
ски въ 16 клЪтокъмы не найдемъ, какъ бы ни переставляли фигуры. 

Замфтимъ далфе, что если какое-либо рЪшен!е задачи для 
доски въ п* клЪтокъ оставляетъ незанятой цп!агональ, то изъ него 
можно получить рьшене для доски въ (п-+ 1)? клЪтокъ. 

Для этого къ прежней доскф (рис. 13) 
нужно приставить еще колонну и, ви 
строку такъ, чтобы ихъ пересфченйе 7 77 
удлиняло свободную щагональ и чтобы & и 
получилась доска въ (п-- 1)? клЪтокъ, 
и въ прибавленной такимъ образомъ 
д1агональной клЪткЪ поставить коро- 2 
леву (рис. 14). 

Поступая точно такъ же и на дру- \ 
гомъ концЪ свободной дагонали, мы а 7 № е 
получимъ второе рЪшен!е. о 14. 

Отражая эти 2 рьшен!я въ зеркалЪ, 
мы получимъ всего 4 рьшен!я. Изъ двуть нашихъ рЪшен!й для 
доски въ 16 клЪтокъ мы, для доски въ 25 клЪтокъ, этимъ способомъ 


*) При этомъ полагаемъ, что буквы и цифры, служащ!я для обозначеня 
клфтокъ, не отражаются. 
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получаемъ 8 рЬшен!й. Одно изъ нихъ, соотвЪфтствующее второму 
рьшен!ю предыдущаго случая, и изображено на рис. 14. 

То обстоятельство, что въ рЬшен!яхъ задачи для случая п=4 
свободны обть шагонали, позволяетъь намъ найти еще 2 рьшен!я 
для доски въ 25 клфтокъ: 

Возьмемъ квадратъ, изображенный на рис. 13, представляющй 
1-е рьшен!е задачи, и раздфлимъ его на 4 квадрата такъ, какъ 
указано на рис. 15. 


ДалЪе помЪщаемъ въ средин$ королеву и проводимъ не- 
достаюц]я лини до образован1я квадрата въ 25 клЪтокъ; по- 
лучимъ одно рЬшене (рис. 16}, а отражая его въ зеркалЪ, найдемъ 
и другое. 

Запишемъ всЪ полученныя нами 10 рфшенйй, и въ виду того, 
что колонны во всЪхъ рЪшен1яхъ повторяются въ алфавитномъ 
порядкЪ, мы, какъ здЪсь, такъ и въ послфдующемъ изложени, 
писать ихъ не будемъ, такъ что цифры просто будутъ указывать 
положен1е королевъ въ каждой колоннф. Будемъ имЪть 


1113524 6)31425 
252413 7)53142 
3.24135 8)14253 
4)35241 9)41352 
5.42531 10)25314 


Внимательное разсмотрфн!е найденныхъ рЬшен!й убфдило бы 
насъ, что для доски въ 25 клфтокъ иныхъь рЬшенй не суще- 
ствуетъ. 


— 119 — 


Способъ получен!я одного ршешя изъ другого посредствомъ 
отражен!я въ зеркалЪ заставляетъ насъ задаться боле общимъ 
вопросомъ: сколько вообще «производныхъ» рЪшен можно 
получить подобнаго рода дЪйствями, не зависящими оть особен- 
ностей даннаго частнаго рЪшен1я? 

Обращаясь къ рис.14, представимь себЪ, что обычныя от- 
мЪтки колоннъ и строкъ находятся на рамк$, въ которую вста- 
влена доска такъ, что она всегда можетъ быть вынута. Вынемъ ее 
и, повернувъ на 90° по направленйю часовой стрфлки, опять 
вложимъ въ рамку. Мы получимъ новое рЬшенйе, которсе обо- 
значится такъ: а5, 62, с4, 41, еЗ или сокращенно: 52413. По- 


1 
вернувъ доску еще на 1 окружности въ томъ же направлени, 


получимъь еще рЪшен!е: 24135 и, наконецъ, повернувъ еще разъ, 
найдемъ рьшен!е 35241. Ясно, что дальнфйшШе повороты будуть 
повторять рЪшеня. 

Пользуясь отражен!емъ въ зеркалЪ, поставленномъ у какого- 
нибудь края доски, мы изъ указанныхъ рЪшений (считая, конечно, 
и начальное) получимъ еще 4. Такимъ образомъ всего мы будемъ 
имЪть 8 рЬшен!й; всЪ они заключаются въ написанныхь выше 
10 рьшеняхъ оть № 1 до №8. ВсЪ эти 8 рьшешЙ мы могли найти 
исходя и Не изъ 1-го ръшен!я, а изъ какого-нибудь другого, напр., 
изъ 7-го. Вообще, если мы имЪемъ какую-либо фигуру на квадрат- 
ной доскЪ, то путемъ вра- 
щен1я мы можемъ получить 
изъ нея 3 производныя фи- 
гуры и затЪмъ еще 4 зер- 
кальныхъ отражен1я. Такъ, 
напр., Изображен1е фран- 
цузской буквы РЁ дастъ си- 
стему слЪдующихъ 8 изоб- 
ражен!й, гдЪ нижьй рядъ 
представляетъ собою отражен1я въ зеркалЪ, поставленномъ справа 
или слЪва. | 

Больше 7 производныхъ изображенйй изъ одного основного мы 
получить не можемъ, но среди нихъ могутъ встрфтиться одина- 
ковыя, такъ что система будетъ состоять уже не изъ 8, а изъ 4 
или даже 2 изображенй. Въ самомъ дълЪ, замЪнимъ букву Ё 
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на рис. 17 буквой ЕЁ. Тогда изображен!е 5-е будетъ тождественно 
съ З-мъ, 6-е съ 2-мъ, 7-е съ1-мь и 8-е съ 4-мь, т.-е. мы будемъ 
имЪть только 4 различныхъ изображенИя. | 

Происходить это оттого, что буква Ё имЪеть горизонтальную 
ось симметр1и*), вслЪдств1е чего при отражен!яхъ повторяются 
прежн!я изображен!я. Если взять буквы, которыя имЪфютъ верти- 
кальную ось симметрии, какъ, напр., А, Ми Т, то для нихъ по- 
лучимъ также только 4 различныхъ изображен!я. Точно такъ же 
получимъ 4 различныхъ положен!я и для буквъ М, би 1, потому 
что каждое изъ нихъ даетъ только одно новое изображен!е, при 
вращен!и и при отражен!йи въ зеркалЪ. 

Обращаясь вновь къ задач о королевахъ, мы замЪчаемъ, что 
вСЪ ТЪ случаи, когда прежн!я изображен!я повторяются при 
отражении, здЪсь отсутствуютъ. ДЪйствительно, необходимымъ 
услов!емъ повторен!я является ось симметр1и въ основномъ изоб- 
ражен!и, а при ея существован!и королевы, какъ симметрично 
расположенныя относительно горизонтальной или вертикальной 
оси, брали бы другъ друга, что противорфчитъ услов!ю задачи. 
Ноесли здЪсь не имфють мЪста расположен!я по симметричности, 
аналогичныя буквамь А или Е, то возможны расположеня, 
подобныя буквамъ 9 или М. 

ПримЪБромъ можеть служить задача о королевахъ для случая 


доски въ 36 кл$токъ, для которой 
7 
И 


6 получается система только изъ 4 р$- 
шенй. Одно изъ нихъ изобра- 


жено на рис. 18. Вращая доску на 


1 
д окружности, получимъ еще одно 


рьшене 362514, да при отражен1и 
2 рьшеня: 531642 и 415263. 
Дальнфйшее вращенйе (на 180°) 
дастъ повторенйе расположеня. 
Такого рода рЪшен!я съ тремя 
производными мы будемъ называть 


одно - симметричными, а дающя 
7 производныхъ — Несимметричными. 


*) О симметр!и вообще см. 111 томъ Физико-Математической хрестомат!и. 
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_ При двухъ осяхъ симметр!и (какъ, напр., буква Н) фигура 
при отражен!и не даеть вообще новыхъ изображен!й, а при вра- 
щен!и только одно. Въ задачахъ о ко- 
ролевахъ случаи симметр1и по гори- 
зонтальной и вертикальной осямъ, 
конечно, не встрЪчаются, но случаи 
двойной симметр!и на подо@е рис. 19, 
гдЪ фигура повторяется при враще- 
ни, и не на 180°, а только на 90°, возможны: примЪры этого 
рода мы уже встрЪчали: рЬшене на рис. 13 для доски въ 16 клъ- 
токъ и рёшен!е на рис. 16 для 25-клЪточной доски. Таюя ръ- 
шен!я мы будемъ называть дважды-симметричными. 

Кстати замфтимь еще, что возможны фигуры и съ тройной сим- 
метр!ей, т.-е. такя, которыя неизмФнно повторяются при всЪхъ 
вращеняхъ и отражен|яхъ. 

Въ задачЪ о 8 королевахъ такихъ. расположен1й не бываетъ. 
ПростЪйшимъ примфромъ тройной симметр!и служатъ двф даго- 
нали квадрата. 

Итакъ, мы знаемъ способы для рЪшен!я задачъ о королевахъ 
въ случаЪ доски въ 16 и 25 клЪтокъ. РЬшен{е же задачи о 8 коро- 
левахъ для доски въ 64 клФтки, какъ мы уже говорили раньше, 
очень сложно. Мы укажемь здЪсь только нфкоторые способы. 

Прежде всего замЪтимъ, что ходы королевы составляются изъ 
ходовъ туры и офицера. Отсюда, очевидно, слЪдуетъ, что ръшенйе 
задачи. о 8 королевахъ надо искать между рЪФшен!ями задачъ 
о 8 турахъ и 8 офицерахъ при услов!и размфстить ихъ такъ, 
чтобы онф не могли брать одна другую. Что касается задачи 
о 8 турахъ, то рЬшать ее мы умЪемъ. Число рЬшен/й будетъ 
Р,=8!=40320. 

Задача же объ офицерахъ гораздо труднфе, потому что на 
шахматной доскЪ можно разставить не только 8, а даже 14 офице- 
ровъ такъ, что ни одинъ изъ нихь не будеть брать другого, 
напр., 8 въ 1-й колоннЪ и 6 въ послЪдней, въ шести клЪткахъ 
за исключенемъ двухъ крайнихъ. 

Поэтому мы возьмемъ рЪшен]я задачи о 8 турахъ и восполь- 
зуемся тЪми изъ нихъ, которыя относятся къ задачВ о королевахъ. 
Для этого мы изъ числа всЪфхъ перестановокъ изъ 8 цифръ 


Рис. 19. 
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выберемъ тЪ, въ которыхъ абсолютная разность какихъ-нибудь 
двухъ цифръ не равняется разности порядковъ занимаемыхъ 
ими МЪстъ. Это условйе будеть соотвфтствовать совмЪстнымъ 
ходамь офицера и туры, изъ которыхъ составляются ходы 
королевы. 

Слъдовательно, для рьшен1я задачи о 8 королевахъ надо найти 
всЪ ТЪ перестановки изъ 8 цифръ, въ которыхъ разность между 
какими-нибудь двумя элементами равна разности между поряд- 
ками занимаемыхь имъ мЪсть. Въ такомъ видЪ эта задача и была 
предложена ЛШюне*). 

Способъ Гюнтера. Этотъ способъ очень немногимъ отличается 
оть предыдущаго. Мы примънимъ его къ доскЪ въ 25 КЛЬТОКЪ, 
представивъ ихъ въ сльдующемъ видЪ: 


А ——_м—————- 
_——_——_ц [ид —————— 


————————————ы| == [—ы—щ—ыы=ы5=—=— ——————>- 


е5 | 4 | & 5 


Каждая клЪтка представлена здЪсь элементомъ, состоящимъ 
изъ буквы и указателя при ней. Д1агональныя направлен!я оди- 
наковыхъ буквъ соотвфтствуютъ ходу одного офицера, а щаго- 
нальныя направлен!я элементовъ съ одинаковыми указателями — 
ходу другого офицера. Если мы напишемъ всЪ перестановки изъ 
пяти элементовъ такъ, чтобы онф не содержали двухъ элементовь 
одной и той же строки или одной и той же колонны, то мы полу- 
чимъ тогда 120 рьшевЙ задачи о пяти турахъ. Исключая изъ 
нихь ТЪ, въ которыхъ два элемента содержать одинаковую 
букву или одинаковый указатель, мы будемъ имЪть только ком- 
бинащи, соотвфтствуюция задачи о 5 королевахъ**). 


*) Моцуе!ез Аппа]ез де Ма тётааиез, 2-е З6ще, +. ПТ, р.560. Ра!1$, 


поуегЬге 1869. 
**) Этотъ способъ значительно упрощается при помощи теор!и детерми- 


нантовъ. 


В” 
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Способъ Лакьера. Поставимъ одну королеву въ самой нижней 
КЛЪтТкЪ первой колонны. Вторую королеву — во 2-й колоннф, 
возможно близко къ 1-й королевЪ и т. д., лишь соблюдая усло- 
‚ ве, чтобы слЪдующ!я королевы ставились какъ можно ниже 
и не бралй другъ друга. Когда же, наконецъ, достигнемъ того, 
что въ колоннЪ уже не можетъ быть поставлена королева, то 
всъхъ королевъ лЪвой стороны подвинемъ на одну, двЪ, три 
ит. д. кл5тки вверхъ, а направо отъ нихъ размфстимъ остальныхъ 
королевъ, сообразуясь съ услоемъ задачи. Каждое найденное 
новое рЬьшене записывается. 

Полученную такимъ способомъ таблицу можно провЪфрить 
при помощи вращен!я доски и зеркальнаго изображеня. 

При помощи такого способа одинъ ребенокъ подъ руковод- 
ствомъ Лакьера въ нФсколько часовъ составилъ таблицу всЪхъ 
92 рьшевЙ на шахматной доскЪ. 

Въ заключен!е мы приводимъ таблицу основныхъ рЪфшенй 
задачи о восьми королевахъ. - 


1) 15863724 5) 25741863 9) 27581463 
2) 16837425 6) 26174835 — 10) 35281746 
3, 24683175 7) 26831475 — 11) 35841726 
4) 25713864 8) 27368514 — 12) 36258174 


Задача о пяти королевахъ. 


Выше мы разсматривали задачу о наибольшемъ числЪ королевъ, 
которыя можно разставить на шахматной доскф такъ, чтобы 
онз не могли брать другь друга. Теперь зададимся инымъ во- 
просомъ, а именно: 

Какое наименьшее число королевъ должно быть на шахматной 
доскЪ, чтобы онф могли взять фигуру, стоящую на любой клЪткЪ 
доски? 

Задача эта была найдена въ рукописи, относящейся къ ХУ в$ку. 
Авторъ ея полагалъ, что для ршен!я этой задачи надо имЪть 
16 королевъ. 

Но это рЪшенйе, конечно, неправильное. Достаточно имЪть 
всего 5 королевъ, которыя можно разставить такъ, чтобы выпол- 
нялось услове задачи. 
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НЪкоторыя рЪшен!я задачи о 5 королевахъ были извЪстны 
и раньше, но число всЪхъ ея рЪшенйй, достигающихъ 4860, были 
даны сравнительно въ недавнее время. 

При рЪшен!и этой задачи не разъ возникалъ вопросъ, — какъ 
цолжны быть расположены королевы относительно другъ друга. 
Объ этомъ ничего не было сказано въ рукописи. Въ настоящее 
время въ задачу вводятъ одно`изъ трехъ слЪдующихъ условй: 

1) Относительное расположенйе королевъ можеть быть какое 
угодно. 

2) Королевы не должны брать одна другую, или 

3, Королева должна непремфнно быть на лини хода другой 
королевы. 

На рисункахъ 20, 21| и 22 приведены по одному рЪшен!ю для 
каждаго услов1я въ отдфльности. 


РМ Мом 
ГРИ 


и 
АРА ЕР 
№. Р я” я 
ани ими Пе мн: 
7 д 
РереРьеы бы ысымы быть 


Рис. 20. Рис. 21. , Рис. 22. 


Таэкенъ, 


(Игра въ пятнадцать.) 


ИзобрЪтен!е этой игры приписываютъ одному глухонЪмому 
американцу, вздумавшему расположить въ натуральномъ по- 
рядкЪ нумера, лежавшие въ ящикЪ въ безпорядк, не вынимая 
ихъ изъ послфдняго. 

Открытая въ 1878 г., эта игра быстро распространилась въ глав- 
ныхъ городахъ Соединенныхъ Штатовъ, а въ 1879—1880 годахъ 
она завоевала себф прочное положен!е въ Германи подъ назва- 
н!емъ «Во3Ь-Рч221е», во Франщи подъ именемъ «еи ди фаашпт» 
(задорная игра), а въ АнгШи подъ именемъ «ЕШееп -Рие». 

Увлечен!е этой игрой было настолько сильное, что сплошь и 
рядомъ можно было видЪфть въ вагонахъ трамвая, какъ люди 
всЪхъ возрастовъьъ и положен! сосредоточенно передвигали 
шашки такена. | 

ВладЪфльцамъ конторъ приходилось принимать мЪфры противъ 
увлечен!я ‘этой игрой служащими. | 

Въ правительственныхъ учрежден!яхъ были вывЪшены рас- 
поряжен!я о запрещен!и игры въ присутственные часы. Часто 
устраивались такенные турниры и т.д. 

Эта игра обратила на себя вниман!е и серьезныхъ ученыхъ. 
Въ 1879 г. Вульсей Джонсонъ далъ математическую теор!1ю 
такена. Въ обобщенномъ видф эта теор1я была опубликована 
профессоромъ Стори на страницахъ одного математическаго 
журнала. 
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Сущность игры сводится къ слЪдующему: 

На днЪ квадратнаго ящика лежатъ въ 
правильномъь порядк$ 16 совершенно 
одинаковыхъь квадратныхъ камней, про- 
нумерованныхь оть 1! до 16. Требуется, 
вынувъ камень № 16, расположить исклю- 
чительно передвиган1емъ остальные 15 кам- 
ней въ натуральномъ порядкЪф, изобра- 
женномъ на рис. 23. 

Этоть порядокъ камней мы будемъ 
называть нормальным. 

Для примфра возьмемъ слЪдующее расположенйе камней 
(рис. 24): 


и попытаемся привести его къ нормальному порядку исклю- 
чительно путемъ передвиганйй въ плоскости доски такена. 

Задачу будемъ рЪшать такъ: передвинемъ камень 15 на пустое 
мЪсто, а затЪмь три камня 11, 8 и 12 — вправо, получимъ слз- 
дующее расположене: 


| 


5 


18 
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Передвигая теперь камень 9 вверхъ, а потомъ камни 13, 14. 
и 15 влЪво, получимъь такое расположене (рис. 26): 


Рис. 26. 


35| 6 7| 8 


| о [12 


] 
14 | 15 


Рис. 29, Рис. 30. 


Полагая, что пустое МмЪФсто находится всегда внизу справа, 
нетрудно опредЪлить число всЪхъ возможныхь расположенй 
камней въ остальныхъ клЪфткахъ. Это число, очевидно, равняется 
Р\-=15!=1307674365000. Какъ видимъ, число это очень большое, 
а потому такенъ смЪло можно назвать игрой съ постоянно но- 
выми комбинащями. 

При игрЪ въ такенъ сравнительно легко удается расположить 
первые 12 камней въ нормальномъ порядкЪ; что же касается 
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камней 13, 14 и 15, то они могутъ принимать одно изъ слЪдую- 
щихъ положевй: 14, 15, 13; 15, 13, 14; 13, 15, 14; 14, 13, 15 и 
15, 14, 13; при послЪъднихъ трехъ расположен1яхъ, какъ ока- 
зывается, невозможно перейти къ положен!ю 13, 14, 15, какъ бы 
мы ихь ни передвигали. 

Теперь является вопросъ, нельзя ли заранфе узнать, разр%- 
шима данная такенная задача или нфть? Прежде, чфмъ отвЪ- 
тить на этотъ вопросъ, постараемся вывести услове, при ко- 
торомъ одно расположен!е камней приводимо къ другому. По- 
ложимъ, что мы начали передвигать нЪкоторый камень и послЪ 
нфсколькихьъ ходовъ (тТ.-е. передвиженй) привели его на прежнее 
мЪсто. Если сосчитать число сдфланныхъ камнемъ передвиженй, 
то оно окажется непремфнно четнымъ; это происходитъ потому, 
что каждому ходу камня въ вертикальномъ или горизонтальномъ 
направлен!и при его удален!и отъ первоначальнаго положен!я дол- 
женъ непремфнно соотвфтствоватьобратный, параллельный тфмъ же 
направлен!ямъ, ходъ при возвращен!и камня на старое МЪсто. 

Ясно, что при перемьщен!и камней пустая клЪтка тоже м$- 
няеть свое мЪсто; ей также нужно сдфлать непремЪнно четное 
число ходовъ, чтобы вернуться на прежнее мЪсто; отсюда слф- 
дуетъ, что если одно расположен!е камней переводится въ другое, 
при которомъ пустая клЪтка занимаетъ снова свое первоначальное 
положен1е, то число встьхъ ходовъ, сдЪланныхъ при этомъ пере- 
водф, будеть четнымь числомъ. 
` Вообразимъ теперь себЪ, что мы, рЪшая задачу, не передви- 
гаемъ камни на пустое мЪсто, а послЪдовательно М$няемъ два, 
рядомъ лежаще, камня мЪстами другъ съ другомъ, вынимая 
ихь изъ ящика. Такъ, напримЪръ, мМфняя указаннымъ образсмъ 
мЪстами камни въ нормальномъ расположени, мы можемъ прИйти 
къ расположен! ю: 
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котораго достигнемъ, помфнявъ въ нормальномъ расположени 
мЪстами камни: 12 съ 8, затЪмъ, 12 со слЬдующимъ камнемъ 
въ порядкф сдвига, т.-е. съ 7, потомъ 12 съ 3; затЪмъ 12 съ 2, 
12 съ 6, 12 сь 10, 12 съ 14, 12 съ 15. Подобная взаимная пере- 
становка двухъ камней носитъ назван!е транспозици. 

Если бы указаннаго расположен1я достигнуть передвижен1емъ, 
то пришлось бы сдфлать 10 ходовъ, тогда какъ транспозищй 
было сдфлано 8, т.-е. на 2 меньше числа ходовъ. Это будеть 
имЪфть мЪсто при всякихъ передвиганвй!яхъ. Такъ какъ число 
ходовъ, какъ мы уже видфли, всегда четное, то и число вообра- 
жаемыхъ транспозиШй также должно быть четнымъ числомъ. 

При приведен!и одного расположен!я камней къ другому, 
нЪть надобности производить транспозиц!и въ томъ порядкф, 
который даеть передвиган!е камней; можно ихъ производить 
въ любомъ порядкЪф, лишь бы достигалась одна и та же цЪлЬ. 
Такимъ образомъ, если одно расположен!е камней можеть быть 
переведено въ другое посредствомъ передвигав Й, то то же 
самое достигается и посредствомъ транспозищй паръ камней, 
при чемъ число послЪднихъ будеть всегда четнымъ. Отсюда 
слфдуетъ, что если число транспозищий будеть нечетное, то 
одно располоэкеме камней посредствомь передвиганя ихъ не 
можеть быть переведено къ данному расположению. 

Практика подтверждаетъ этотъ выводъ. ДЪйствительно, по- 
ложимъ, что у насъ имфется расположен!е камней, отличающееся 
отъь нормальнаго только тфмъ, что камни послфдняго ряда ле- 
жать въ такомъ порядк%: 13, 15, 14. Чтобы привести это рас- 
положен!е къ нормальному, надо только помЪфнять мЪстами 
камни 15 и 14, т.-е. совершить всего одну транспозиЦю; а это, 
согласно ‘правилу, указываеть на невозможность рЪшен!я за- 
дачи. И, дЪйствительно, сколько бы мы ни старались, намъ не 
удастся указанное расположен!е привести посредствомъ пере- 
двиган|я къ нормальному. 

Встрчаются задачи, примфняя къ. которымъ указанный 
раныше признакъ для возможности ея рЪшен!я, пришлось бы 
сдфлать большое число транспозищй. Въ этомъ случаЪ на по- 
мощь приходить такъ называемый способъ цикловъ, принадле- 
жащ!й Джонсону и разсмотрфнный нами на стран.207—209 второго 


А. Ляминъ. Физ.-Мат. Хрест. Т. П. 9 
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тома хрестомат1и. ВслЪдстве того, что тамъ разсмотрЪнъ во- 
просъ о циклахъ въ примфненНи къ теор1и группъ, разберемъ 
его здЪсь въ примфнен!и къ такену. Положимъ, что намъ тре- 
буется перевести посредствомъ передвиган!й расположене кам- 
ней, указанное на рис. 32, къ нормальному расположен!ю, 
указанному на рис. 33. 


Рис. 32. | Рис. 33. 


З=мфтивъ, что въ первой клЪткЪ лЪваго квадрата находится 
камень 2, тогда какъ долженъ находиться камень 1, произво- 
димъ транспозищю этихъ камней. ДалЪе, замфтивъ, что камень 2 
долженъ лежать на мЪстЪ камня 4, производимъ транспозищю 
этихъ камней, послЪ чего такимъ же образомъ производимъ транс- 
позицию камней 4 и 8. 

Кгмень 8 переставлять некуда, такъ какъ онъ лежить уже 
на своемъ мЪстф. Говорять, что кемни 1, 2, 4 и 8 образують 
первый цикль изъ трехъ транспозишй. Переходя теперь къ кЕМНЮ 3, 
который долженъ лежать въ третьей клЪткЪ и который не вошелъ 
въ первый циклъ, найдемъ такимъ же образсмъ, что камни 3, 
10, 9, 5и 7 образують второй цикль изъ четырехъ транспозишй. 
ДалЪе, камни 6 и 11 лежать уже на своихъ мфстахъ; слЪдо-. 
вательно, транспозиШй дЪлать не надо. Каждый изъ этихъ 
камкей сбразуеть еще по циклу: камень 6 — трей циклъ, 
заключающйй нуль транспозищШй, а камень 11 —щ четвертый 
циклъ, заключающИЙ также нуль транспозиШй. Наконецъ, камни 
12 и 13 образуютъ пятый циклъ изъ одной транспозищи, а камни 
14 и 15 — шестой и седьмой циклы изъ нуль транспозишй. 

Всего мы имЪфемъ, такимъ образомъ, 7 цикловъ. Нетрудно за- 
мЬтить, что въ каждсмъ изъ нихъ число транспозишй на единицу 
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меньше числа камней, составляющихъ циклъ, слБдовательно, 
число всЪхъ транспозиШЙ въ данномъ случаЪ на 7 меньше числа 
всфхъ камней, т.-е. равно 15—7=8. 

Оказывается, что всегда число всЪхъ транспозищй въ циклахъ 
равно разности между числомъ всЪхъ камней и числомъ цикловъ. 

Въ зависимости оть того, четное или нечетнсе число полу- 
ченныхъь такимъ образомъ транспозиШй, можно судить, раз- 
рЪшима данная задача или нЪть. Въ нашемъ случаЪ, напри- 
мЪръ, число транспозищй равно 8, слЪдовательно, задача раз- 
ръшима., 

Восбще же говоря, если рёзность между числомъ камней 
такена и числомъ цикловъ, посредствомъ которыхъ можно пере- 
вести данное расположенйе къ нормальному, будеть четное, 
то задача разрфшима, а если нечетное, то неразрфшима. 


9 * 


Неперъ и открыт!е логариемовъ”). 


Съ возрожденйемъ наукъ въ ХУ и ХУГ столЪИяхь вновь 
ожила математика, а съ ней и астроном!я; явилась необхс- 
димость въ новыхъ дЪйствительныхъ средствахъ, которыя бы 
дали возможность справиться съ сложными числовыми вычисле- 
шями. 

Открыт!е логариемовъ въ первой четверти ХУП вЪка было 
какъ разъ кстати, тъмъ болЪе, что Кеплеръ изслдовалъ въ это 
время планетныя орбиты, а Галилей только что направилъ на 
звЪзды свой телескопъ. Можно безъ преувеличен!я сказать вм стЪ 
съ Лаплассмъ, что изобрЪтен!е логариемовъ, «сокративъ труды 
астронома, удвоило его жизнь». 

Логариемы были открыты Дэжономь Неперомъ, барономъ Мер- 
вистонскимъ, родившимся въ 1550 году близъ Эдинбурга и жив- 
шимъ до самой смерти (1617 г.) въ Шотланди, на берегахъ 
Эндрика въ великолЪпномъ замкЪ, спещально приспособленнсмъ 
для работы. 

До своего открытя Неперъ занимался математикой боле со- 
рока лЪтъ. Главнымъ предметомъ его математическихъ работъ 
было упрощене и приведен!е въ систему ариеметики, алгебры и 
тригонсметр!и. ТЪ изъ читателей, которые изучали сферическую 
тригонометр!ю, вЪроятно, помнятъ «Неперовы аналог!и» и «Не- 
перово правило круговыхъ частей» для рЪфшен1я прямоуголь- 
ныхь сферическихъ треугольниковъ. 


*) Эта статья частью заимствована изъ «Истор!и элементарной матема- 
тики» Кэджори. 
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Неперъ пришелъ къ открыт!ю своихъ логариемовъ безъ всякой 
посторонней помощи путемъ продолжительнаго одинокаго раз- 
мышленшЯ. 

Теперь мы обыкновенно говоримъ, что въ выражеши М=а’, 
показатель д есть логариемъ числа № по основанйю а; но во вре- 
мена Непера наше обозначен!е показателей не было еще въ ходу. 
Попытки ввести показатели Стифелемъ и Стевиномъ не имЪли 
успЪха, и даже Гарр1отъ, алгебра котораго появилась долго 
спустя послЪ смерти Непера, ничего о нихъ не зналъ. 

Однимъ изъ любопытнЪйшихъ фактовъ въ истор!и науки 
является именно то, что Неперъ построиль свои логариемы 
раньше, чБмъ вошли въ употреблен!е показатели. Что плога- 
риемы вытекаютъ изъ разсмотрЪн!я показателей, было замЪчено 
впервые значительно позже Эйлеромъ. 

Неперъ подошелъ къ погариемёмъ совершенно съ другой сто- 
роны. 

Сущность его открытйя сводилась къ слёдующему: 

Пусть АЕ — отрЪзокъ прямой опредфленной длины, а А. МЫ— 
безконечная прямая, выходящая изъ точки А\. 

Вообразимъ себЪ, что точки А и А, начинають двигаться 
одновременно съ одинаковой начальной скоростью по соотвЪт- 
ствующимъ прямымЪ и по направлен!ю, указанному стрЪлкой. 
При этомъ положимъ, что 
движен!е точки АА о А В СРВ Е 
лиШи А,М равномЪрно, 

т.-е. что эта точка въ рав- зы 


ные промежутки времени 

проходить равныя раз- А. В 6. Ш. М 
стоян1я, а движен!е точ- Рис. 34. 

ки А таково, что ско- 
рость ея постепенно убываеть такъ, что въ каждый опредБлен- 
ный промежутокъ времени точка А проходить опредтъленную 
часть оставшагося пути. 

Если точка А проходить разстояне АС въ то время, какъ 
точка А, проходитъ разстоян!е А,С\:, то это разстояне А.С; и 
будетъ, по Неперу, логариемомь оставшагося непройденнымъ 
точкой А пути СЁ. 
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Чтобы не показалось страннымъ такое опредЪлен!е логариема 
для человЪка, изучающаго математику въ наше время, разовьемъ 
эту теор1ю полн$е. 

`Положимъ, что путь, проходимый точкой 4 | въ одинъ элементъ 
времени, будеть 4*); тогда точка А, въ первый моментъ, двигаясь 
съ той же скоростью, пробфжить также разстояне 4**). А такъ 
какъ точка А движется къ точкЪ Ё такимъ образомъ, что въ ка- 


ки. 1 
ждый элементъь времени она пробЪгаетъь =. Часть остающагося 


пути***), то весь ея путь, т.-е. длина АЕ, будеть Ат. Если это 
разстоян1е АЁ принять за единицу, то путь, остающийся непрой- 
деннымъ точкой А послЪ перваго элемента времени, будетъь 


1 ] 
т4—4=1—-, такь какъ тА=1Т, а 4=— 
т т 
ДалЪе, въ течен{е второго элемента времени точка А пробЪжить 


‚1 
разстояше, равное по Усов >. части оставшагося пути, а такъ 


о ] Г 
какъ этотъ оставш!йся путь былъ равенъ |! —*.,то путь ВС, прой- 
7 . 
денный точкой въ течен!е второго элемента времени, выразится 
| ] . . 
какъ = 1—- ‚ а путь СЕ, оставшийся непройденнымъ посл 


второго элемента времени, будетъ 


2 
СЕ-ВЕ— 81 и— (| —)=1 ИИ ( -п) 


т т т т? т 
Разсуждая такимъ же образомъ далЪе, найдемъ, что разстоян!е 


движущейся точки А отъ Е въ концЪ третьяго момента будетъ 
1 \3 1\4 

|] ——), въ концЪ четвертаго |1 ——) ит.д.,а въ конц п-го 

т т 


% 
момента ( — ы, . 
т 


*) Точка А, движется равномЪрно. 

**) Въ этомъ случа предполагается, что скорость движен1я точки А 
въ теченйе каждаго отдфльнаго элемента времени постоянна. 

*+*) -По услов!ю, точка Авъ каждый элементъ времени проходитъ опре- 
дъленную часть остающагося пути; здЪфсь мы полагаемъ, что эта часть 


| 
будетъ -—: 
т 


я 


ПУ № о 
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Такимъ образомъ разстоян]е точки А отъ ЕЁ въ концЪ послЪдо- 
вательныхъ моментовъ времени будуть выражаться рядомъ 


ии. (1—1): (-ш) =. (-„), (1) 
т т т, т 


а пути, проходимые точкой А; въ конц ТЪхъ же моментовъ, 
соотвЪтственно рядомъ 
0; 1; 2; 3; п. (2) 

Согласно опредфлен1ю Непера, числа второго ряда будутъ со- 
отвфтственно логариемами чиселъ перваго ряда. | 

Не трудно видФть, что рядъ (2) представляетъ собою ариемети- 
ческую прогресс!ю, а рядъ (1) — геометрическую. ЗдЪсь Неперово 
открыт!е соприкасается съ трудами предшествовавшихъ ему. из- 
слЪдователей, съ работами Архимела*) и Стифеля; въ этомъ мъсть 


`существуеть непрерывный переходъ отъ стараго къ новому. 


Великое изобрЪтен1е Непера было имъ опубликовано въ 1614г. 
подъ заглавемь Мите 1огагийтогит, сапотйз 4езстрио («Опи- 
сан!е чудеснаго канона погариемовъ»). Самый же способъ вычис- 
лять логариемы былъ опубликованъ лишь послЪ смерти Непера 
въ его сочинени Мире Пювагийтогит сапопл$ сопятиспо. 

Появлене въ свЪть Неперовыхъ логариемовъ вызвало цфлую 
бурю восторговъ среди ученаго м!ра. Они были оцБнены по до- 
стоинству какъ въ АнгЛи, такъ и на континенть. Особенно 
восхищался открыт!емъ Непера Непгу Втвз (1556—1630), явив- 
шИйся продолжателемъ работы Непера послЪ его смерти. Съ си- 
стемой Бригговыхъ логариемовъ (съ основан1емъ 10), безъ со- 
мнфн!я, знакомъ каждый читатель. 

Въ заключен!е упомянемъ, что Неперъ не опредфлилъ основанйя 
своей системы логариемовъ; ему даженепришлосьим$ть д$ла съса- 
мымъ понятемъ объ «основан!и». То основаше, которое соотвЪт- 
ствовало его способу разсужден!я, выражалось числомъ, обратнымъ 
основан!ю натуральной системы, т.-е. обратнымъ числу е=2,718... 


*) Еще Архимедъ, въ своемъ сочинен!и О числь песчинокъ, показываетъ, 
что въ ряду чиселъ, которыя, начиная съ единицы, возрастають въ геометри- 
ческой прогресс1и, произведен!е двухъ чиселъ можетъ быть найдено такимъ 
образомъ, что мы отыщемъ число, отстоящее отъ перваго на столько же чле- 
новъ ряда, на сколько второе отстоитъ отъ единицы. По существу, какъ мы - 
видимъ, это есть основное положен!е логариемическихъ вычисленй. 


Графики”). 
(Алгебра безъ кычисленй.) 


При рЪшен!и многихъ вопросовъ алгебры бываетъ полезно 
пользоваться такъ называемыми графиками. Эти графики имЪють 
свсей цЪфлью представлять нагляднымъ образомъ измЪнен!е 
какой-нибудь величины соотвЪтствующими фигурами на бу- 
магЪ. Въ настоящее время графики можно встрЪтить очень 
часто. Ими пользуются, напримЪръ, для нагляднаго предста- 
влен!я измфнен!й температуры или давлен!я барометра за из- 
вЪстный прсмежутокъ времени; пользуются ими и на желЪз- 
ныхъ дорогахъ для обозначен1я движен!я поЪздовъ, въ стати- 
стикф, на биржахъ для обозначен!я колебан!йй курса; графики 
также являются необходимымъ посс@Мемъ въ области практи- 
ческой механики, строительства и т. д. Вообще говоря, графики 
даютъ возможность представить измфнен!е какого угодно рода 
величины, измъняющейся въ зависимости отъ другой величины. 

Такъ, напримЪръ, если сжимать газъ, то объемъ его умень- 
шится, можно сдЪфлать графическую запись, которая дастъ 
возможность узнать, какъ великъ объемъ газа, если извЪстно 
давлен{е; такимъ же образсмъ, нагрЪвая газъ, мы замЪтимъ уве- 
личен!е давлен!я; сдЪлавъ соотвЪтствующую графическую з2- 
пись, можно узнать давлен!е газа, зная температуру и т. п. 
Если одна величина, положимъ у, зависить отъ другой величины, 
положимъ 2, такъ, что съ измьнешемъ х измЪняется и у, и если 


*) При составлен!и этой и слфдующей статей главнымъ матер1аломъ 
служила книга Легана (см. Сибл. указ.). 
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эти величины и измЪнен!я ихъ конечны, то первая величина, 
т.-е. у, называется функшей другой величины, т.-е. х. 

Въ разсмотрЪнныхъ выше примфрахъ объемъ газа зависфль 
отъ давленя, а давлен]е газа зависфло отъ температуры; въ этихь 
случаяхъ говорятъ, что объемъ газа есть функшя давленя, 
а давлен]е газа есть фунющя температуры. Эта идея функщи 
настолько естественна и проста, а функщональная зависимость 
встрЪчается такъ часто, что каждый можеть подобрать безчис- 
леннсе множество примфровъ величинъ, находящихся между 
собой въ функщональной зависимости. Для того, чтобы умЪть 
строить графики, а также и разбираться въ нихъ, ознакомимся 
съ общимъ пр1емомъ ихъ пострсен!я*). Возьмемъ клЪтчатую бу- 
магу и проведемъ на ней двЪ взаимно перпендикулярныя пря- 
мыя Ох и Оу (рис. 35). 

Условимся теперь направлен!я вправо и вверхъ по прямымъ 
Ох и Оу, которыя назовемъ осями, считать положительными, 
а направлен1я влЪво и внизъ по прямымъ Ох, и Оу, считать отри- 
цательными. Условимся, кромЪ того, въ единицЪ мЬръ и при- 
мемъ, напримЪръ, сторону каждой кл$тки за единицу. ПослЪ 


‚этого нетрудно будеть изобразить любую функц!ю у, зависящую 


оть д. Пусть, напримЪръ, при значени х=3 данная функщя у=2. 
Чтобы представить себЪ эту за- 
висимость между величинами, 
отложимъ оть точки О по сси Ох 
З единицы длины, а по сси Оу 
отъ той же точки О вверхъ, 2 еди- 
ницы длины. Изъ полученныхъ 
точекъ Ки БГ проведемъ пря- 
мыя, параллельныя ссямъ до пе- 
ресфчен!я ихъ въ точкЪ А; эта 
точка и представить собой сово- 
купность соотвЪтствующихъ зна- Рис. 35. 

чей хиу. Если, кромЪ того, намъ извЪфстно, что при нЪкс- 
торыхъ другихъ значеняхъ х функшя у получаеть соотвЪт- 


*) Болфе подробно о фувкщшяхъ и ихь ‘геометрическомъ значени 
сч. стран. 163—166. 


— 138 


ствующ]1я значеня, мы можемь построить рядъ другихъ точекъ, 
подобно тому, какъ мы строили точку А, послЪ чего, соединивъ. 
эти точки непрерывной лишей, получимъ графикъ, наглядно 
изображающй измЪнен1я у въ зависимости оть х. Полученный 
такимъ образомъ графикъ изображенъ на рис. 36. | 


Понедъльникь Вторнинъ — Средз Четвергъ Пятница Суббота Воскресенье 
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Рис. 35. 

На этой фигурЪ изображенъ не одинъ, а даже 2 графика. 
Сплошная черная лин1я изображаеть колебаня за недЪлю баро- 
метрическаго давлен!я, а пунктирная линмШя — соотвЪтствующяЯ 
колебан!я температуры. Чтобы читать барометрическ1я давлен1я, 
надо глядфть на лЪвую сторону фигуры; а для того, чтобы чи- 
тать температуры — на правую. Подобные графики оказали 
огромную услугу метеороло{и и сильно способствовали успф- 
хамъ этой полезной науки. 

Алгебра, какъ извЪфстно, изучаеть функщи, которыя могутъ 
быть опредфлены вычисленемъ и которыя называются алгебраи- 
ческими функщями; ссновная задача алгебры состоитъ въ томъ, 
чтобы находить тая значеня двухъ 
или нфсколькихъ функщй, при кото- 
рыхъ эти функщи становятся между 
собой равными. На рис. 37 изобра- 
жены, напримфръ, два графика АВС 
и ЕЕ, соотвЪтствующ1я нфкоторымъ 
функщямъ у и 2; при чемъ эти гра- 

Рис. 37. фики пересЪкаются въ точкахъ М и М. 
Отрёзки ОЁГ=5 единицамъ длины и ОК=2 единицамъ длины 
даютъ намъ тЪ значен1я независимой перем$нной х, при которыхъ 
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функщи уи 2 равны между собой; дЪйствительно, на чертежЪ 
видимъ, что при х=2 значен!е функШи у и 2 равно 2, 
а при значейи х=5, значення обЪфихъ функШЙ также одина- 
ковы и равны 3. Такимь образомъ, можно сказать, что гра- 
фики псзволяютъ заниматься алгеброй безъ вычислен!й и даже 
нфсколько болЪе, такъ какъ эти графики могуть быть и для 
неалгебраическихъ функщй. 

СлЪдуеть замЪтить, что результаты, получаемые такимъ обра- 
зомъ, только приближенны, но на практик во многихъ слу- 
чаяхъ, если только графики сдЪланы тщательно, точность ихъ 
бываетъ достаточна. Есть много вопросовъ, къ которымъ съ вы- 
годой примфняются графики; они имфють то преимущество, 
что говорятъ уму черезъ посредство глазъ; въ этомъ ихъ драго- 
цЪнное качество. 


Перейдемъ теперь къ разсмотрфн!ю н%$которыхь задачъ, рЪ- 
шаемыхъ при помощи графиковъ. 


Экипажъ и пфшеходы. 


Одинъ пЪшеходъ отправляется изъ нЪкотораго мЪста въ 12 ча- 
совъ дня со скоростью 4 версть въ часъ. Черезъ часъ изъ 
того же м5ста отправляется второй пЪшеходъ по той же дорог, 
со скоростью 6 версть въ часъ, а изъ нфкоторой мЪстности, 
находящейся въ 14 верстахъ оть МЪста отправлен1я путниковъ, 
по той же дорогЪ, но въ противоположномъ направлен!и вы- 
Ъзжаеть экипажъ спустя полчаса послф выхода перваго пут- 
ника, профзжая по 8 версть въ часъ. Въ кав!е часы и гдЪ 
встрЪтить экипажъ каждаго изъ путниковъ? 

Ръшене. Чтобы рЪшить этстъ вопросъ и друше, подобнаго же 
рода, постараемся начертить соотвЪтствующйе графики. Для 
этого, на клЪтчатой бумагЪ возьмемъ двЪ взаимно перпенди- 
кулярныя прямыя Ох и Оу. На оси Ох будемъ отмфчать время, 
а на оси Оу — соотвЪтствуюц{я разстоянйя. Примемъ точку О 
пересЪчен1я осей соотвфтствующей полдню. 

Для того, чтобы представить каждый часъ, будемъ брать 
два дЪлен1я, откладывая ихъ по оси Ох, начиная оть точки 0: 
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а дгя того, чтобы представить версты, будемъ считать, что каждой 
верстЪ соотвЪтствуеть одно дЪлен!е. 
При пострсенйи соотвфтствующихъ 
графиковъ разсуждаемъ такъ: 

Такъ какъ первый пЪшеходъ отпра- 
вляется изъ даннаго мъЪста въ 12 ча- 
__ совъ дня, то графическая запись от- 
-- мьтить въ данномъ случаЪ тсчку О на 
пересЪчен1и осей; замЪтивъ, что пъ- 
шеходъ идеть со скоростью 4 верстъ 
въ часъ, увидимъ, что его положев1е 
черезъ часъ отмЪтить точка А, а по- 
ложен!йе его черезъ 2 часа — тсчка В; 
такъ какъ пЪшеходъ продолжаетъ итти 
съ псстоянной скорсстью —4 верстъ 
въ часъ, то искомой графическсй 
лин!ей будеть прямая ОАВ; такимъ же образомъ увидимъ, 
что графикъ второго пЪшехода представится прямой РЬМ. Оба 
графика, какъ видимъ, пересЪкаются въ тсчкЪЬ М, которая 
соотвЪтствуетъ 3 часёмъ и 2 верстёмъ; отсюда заключаемъ, что 
встрфча пфшеходовъ произойдетъ въ 12 верстахъ оть точки 
отправлен!я и черезъь 3 часа послЪ выхода перваго пЪшехода. 

Разсуждая по предыдущему, найдемъ, что графикъ движен!я 
экипажа изобразится прямой ЕМР. Прямая ЕР перес$каетъь АВ 


4 
-+-=-- 


.. 1 
въ точкЪ М, соотвфтствующей 15 часамъь и 6 верстамь; это 
означаеть встрфчу съ первымъ пЪшеходомъ. Точка встрЪчи 
.. З 
съ прямой РД соотвЪфтствуеть приблизительно 1х часа и 


1 
4; версты. Такимъ образомъ точки М и Р даютъь отвЪть 


на предложенную задачу. РЬшая ее вычислешемъ, увидимъ, 
что результаты, найденные графически, будуть счень мало от- 
личаться отъ точнаго рьшеня. 


Задача Люка. 


На однсмъ научнсмъ конгрессЪ, на который ссбрались многе 
извЪстные математики, французсый ученый Эдуардъ Люка 


| 
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предложилъ имъ слЪдующую задачу: «Предположимъ, что еже- 
дневно въ полдень псчтовый пароходъ отправляется изъ Гавра 
въ Нью-[оркъ и въ то же время пароходъ той же компан!и от- 
правляется изъ Нью-Ююрка въ Гавръ. Перефздъ совершается 
ровно въ $ дней въ томъ и другсмъ направленйи. Сколько паро- 
ходовъ свсей компан!йи встрЪтить по дорог пароходъ, отпра- 
вляющся изъ Гавра сегодня въ полдень» 

Н$которые изъ его знаменитыхъ слушателей отвфчали раз- 
СЪЯННо: «семь»; большинство же сзадаченно молчали, при чемъ 
вЪрнаго рЪшен!я никто не далъ, между тФмъ какъ на при- 
лагаемомъ графикЪ это видно вполнЪф ясно. 

Этоть анекдоть, передаваемый Лезаномъ, съ ссобенной оче- 
видностью показываетъ пользу графиковъ. Слушавш!е Люка, 
очевидно, думали только о па- 
роходахъ, которые должны были 
отправиться въ путь, забывая 
о тБхъ, которые были въ дорог. 
Изъ разсмотрн!я графика лю- 
бого парохода видно, что этотъ 
пароходъ встрЪтить на моръЪ о ХК 
13 пароходовъ и еще 2 — тотъ, ии хх 
который входить въ гавань 01%8 И 56 Ут 8 9101119 314 {5 1617 
въ моменть отхода даннаго па- Рис. 39. 
рохода, и тотъ, который отпра- 
вляется изъ Нью-орка въ моменть его прибытя. КромЪ того, 
графикъ показываетъ, что встрчи будуть происходить еже- 
дневно въ ‘полдень и въ полночь. 
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ТЬеный автомобиль. 


Два путешественника отправляются изъ МмЬста А въ мЪсто В, 
отстоящее отъ А на разстоянйи 63 верстъ. Въ ихъ распоряжен!е 
предложенъ былъ автомобиль, въ которомъ. МОГЪ ПОМЪСтТитЬся 
только шофферъ и одинъ изъ путешественниковъ. Такъ какъ 
другихъ экипажей достать было нельзя, то пришлось устроиться 
такъ: одинъ изъ нихъ отправился въ автомобилЪ, а другой — 
пъшкомъ. На нЪкоторомъ разстояни Ъхави!й на автомобилЪ 
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долженъ былъ слфзть и продолжать дорогу пфшкомъ, а авто- 
мобиль — вернуться назадъ до встрЪчи съ путешественникомъ, 
совершавшимъ путь пЪшкомъ, захватить его и привезти въ опре- 
дъленное мЪсто. Какъ слЪдуеть устроиться, чтобы прибыть 
въ мфсто А одновременно, и сколько времени потребуется на 
совершен!е такого путешестня, если скорость автомобиля равна 
30 верстамъ въ часъ, а скорость движенйя путешественника 
пЪшкомъ равна 4 верстамъ въ часъ? 

Ръшеше. Возьмемъ двЪ взаимно перпендикулярныя прямыя 
Ох и Оу. Будемъ по оси Ох отсчитывать время (часы), а по оси 
Оу — разстоян!я (версты). Обозначая буквой Р мЪсто на дорог, 
ГгДЪ изъ автсмобиля высаживается первый путешественникъ, и 
черезь О — МЪсто, гдЪ автомобиль встрФчаеть второго путеше- 
ственника, псстроимъ соотвЪтствующе графики. Получимъ видъ, 
изображенный на рис. 40. 

Для того, чтобы оба путешественника прибыли въ место В 
одновременно, нужно, чтобы ОР=ОК и ОО=РК, откуда можно 


другого путешественника составятъ 
вМЪстЬ параллелограммь ОСМО. 
Д!агональ СР представляетъ ссбой 
не что иное, какъ графикъ пути 
автомобиля, когда онъ Фдеть на- 
встрЪчу путешественникамъ, тогда 
какъ ОСМ и ОБМ будуть соотвЪт- 
ствующими путями того и другого 
путешественника. Указанные гра- 
фики могутъь быть построены весьма 
просто, такъ какъ извЪстны ско- 
рость автомобиля (30 в. въ часъ) и 
скорость путешественниковъ (4 в.въ 
часъ). По этимъ даннымъ построимъ 
прямыя ОС и ОР. Взявъ, затЪмъ, 
какую-нибудь точку С, на прямой ОС, напримфръ ту, которая 
соотвЪтствуеть 1 часу и 30 верстамъ, проводимь С.О;, которая 
представить графикъ возвращен!я автомсбиля, если бы онъ дол- 


женъ былъ возвращаться назадъ отъ С; эта прямая перес$четь ОД` 


заключить, что графики пути того и - 
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въ точкЪ Р,. ДалЪфе, взявъь среднюю точку О, на лиши С.Б, и, 
ссединивъ О и 0), найдемъ, что продолжен!е ея до тсчки М\, 
соотвЪтствующее разстояню въ 63 версты, дастъ немъ конечную 
точку двухъ графиковъ; псслЪ этого, проведя МС параллельно 
ОР и МР параллельно ОС, получимъ исксмый параллелограммъ, 
въ которомъ лсманая ОСРМ представить графикъ пути авто- 
мобиля. Изъ прилагаемой фигуры видно, что точка О соотвт- 
ствуеть 3 часемъ и 12 верстгмъ; точка С — приблизительно 


Г чассмъь и 51 верстЪ, а М — приблизительно 4 часамъ и 


63 верстамъ. Отсюда видно, что автомобиль долженъ высадить 
перваго путешественника на резстояНйи 51 версты приблизи- 


3 
тельно черезъ 1; часа; затьмъ онъ вернется за вторымъ путе- 


шественниксмъ, встрЪтивъ его въ 12 верстахъ оть точки от- 
правления, и, наконецъ, пр1Ъдетъ въ назначеннсе мъсто въ 4 часа 
45 мин. одновременно съ ариходомъ туда перваго путешествен- 
ника. Тсчнсе вычислен1е вм$сто 4 часа 45 мин. дало бы НЕМЪ 
4 часа 42 минуты. 


Аналитическая геометря. 


Общая идея, которой мы пользовались при построенйи гра- 
фиковъ, заключалась въ томъ, что, начертивъ двЪ взаимно пер- 


Рене Денартъ (1596— 1650) . 
Репё Пезсаг{ез. 


Французскй философъ и математикъ; за- 
нимаетъ одно изъ самыхъ видныхъ мфстъ 
среди математиковъ всЪхъ эпохъ. 


вертикальная ось Оу называется осью 


пендикулярныя прямыя 
Ох и Оу, мы отклады- 
вали отъ точки О (рис.35) 
по оси Ох длину х, рав- 
ную ОК, на оси Оу дли- 
ну у, равную ОГ, и опре- 
дфляли нфкоторую точку 
А, проводя черезь КиЁ 
параллели осямъ. Давъ 
только нЪсколько но- 
выхъ названйй, мы тутъ 
найдемъ все, что нахо- 
дится въ основанйи очень 
важной и полезной нау- 
ки — аналитической гео- 
метрш, возникшей бла- 
годаря ген!ю Декарта. 
Прямыя Ох и Оу назы- 
ваются осями коорди- 
нать, а точка ихъ пе- 
ресЪчен1я началомъ коор- 
динать. Горизонтальная 
ось Ох называется осью 
х-овъ или осью абсциссь; 


у-овъ или осью ординать. 


Отрфзки ОК=х и ОЁ==у называются координатами точки А; 
при чемъ х называется абсциссой точки А, а у —ея ординатой. 


4 
а 
} 
с] 
| 
А 
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Оть начала координатъ, въ направлен!и оть О кьх, откла- 
дываются положительныя значенйя х-овъ, а въ направлен]и отъ 
О къ 2, — отрицательныя значеня х-овъ. Что же касается 
оси ординатъ, то въ направлен!и оть О къу откладываются по- 
ложительныя значен!я у-овъ, а въ направлен!и оть О къ у, — 
отрицательныя значен!я у-овъ. | 

Если въ плоскости фигуры дана какая-нибудь точка, то ей 
должны соотвфтствовать двЪ координаты; насборотъ, если даны 
как1я-нибудь дв координаты, то он вполнф опредЪляють 
собою положен!е нЪкоторой точки. Если двЪ координаты хи у 
не как1я угодно, а связаны между собою какимъ-либо алгебраиче- 
скимъ соотношенемъ, т.-е. координаты эти таковы, что, зная 
одну изъ нихъ, можно опредЪлить и другую, то, давая въ этомъ 
случа рядъ различныхъ значенйй для одной величины, мы 
будемъ получать вполн$ опредфленныя значен!я и для другой. 
Отмфчая каждую пару соотвЪтствующихъ значен!й точками на 
плоскости и соединяя эти точки другъ съ другомъ, увидимъ, 
что ряду разпичныхъ значейй хи у будеть соотвЪтствовать 
нЪкоторая линйя. Такое алгебраическое соотношен!е между хи у 
называется уравненемь лини. Обш]я задачи, которыми зани- 
мается аналитическая геометр!я, сл дуюцйя: | 

1) Построить линйю и найти ея свойства, зная уравнеше 
этой лиши, и 

2) Найти уравненйе линйи, когда она опредфлена точно ка- 
кимъ-либо образомъ. 


Прямая линия. 


Мы видЪли, что вопросъ о нахожден!и положен]я н®которой 
точки на плоскости приводится къ вопросу алгебры объ опре- 
дълени нЪфкоторой пары соотвЪтствующихъ значешй хи у. 

Оказывается, что если взять неопредфленное уравненйе первой 
степени вида ал--Ву--с=0, то будеть существовать множество 
точекъ, координаты которыхъ хи у удовлетворяють этому урав- 
нен!ю, при чемъ всЪ так!я точки лежать на н$Фкоторой прямой. 
СлЪдовательно, если заданы коэффищенты а, 6 и с, то напи- 
санное уравнен!е опредфлить н$Ъкоторую прямую, которую 
можно построить; наоборотъ, какъ бы ни было задано положене 
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прямой на плоскости, всегда можно найти значеня а бис 
для соотвЪтствующаго ей уравненйя. 

Если, наприм$ръ, мы имфемъ, уравнен!е 25--Зу—10, то, вы- 
разивъ у черезъ х и представивъ данное уравненйе въ видЪ 


10—2х 
3 


, 


мы всегда можемъ, 


давая х произвольныя значе- 


ня и получая соотвфтствующ!я значенмйя для у, построить 


Рис. 41. 


искомую прямую на осяхъ ко- 
ординатъ. Для построен1я ис- 
комой прямой достаточно опре- 
дЪлить только два значен!я для 
хи у. Такъ, напримЪръ, пола- 


.. 2 
гая х—1, найдемъ, что у=25, 


а полагая х=2, найдемъ, что 
у=2. Построивъ соотвЪтствую- 
я этимъ значенямъ точки 
А и В и соединяя ихъь между 
собой, найдемъ искомую пря- 
мую. 

УмЪя строить прямую по дан- 
ному ея уравненю, легко рЪз- 


шить совм$стно систему 2-хъ уравнен!Й первой степени съ 2-мя 


`<- неизвЪстными. 


Пусть мы имЪемъ слЪдующую систему уравненйй: 


а х-Еь у=с 
ах-Ну=с1. 


Представляя эти уравнен!я въ видЪ 


и принимая 2 и у за координаты точекъ на 


са 

- —-х и 
|, 

с а: 

——-х 
р. 


плоскости, мы 


можемъ представить каждое изъ этихъ уравневЙ въ отдфльности 
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прямой линйей. Пусть эти лини будуть представлены на 
рис. 42. 
Еъшить данныя уравнен!я [ 

совмЪстно, какъ извЪстно, зна- 
чить найти такя значен!я 
для ди у, которыя удовле- 
творяли бы одновременно и 
тому и другому уравненю. 
Легко понять, что точка А 
пересЪчен!я прямыхъ, изобра- 
‹ жающихъ данное уравнен!е 
на плоскости, и будетъ иско- 
мой. Координаты этой точки А 
дадуть намъ искомое значене для хи У. 


Рис. 42. 


Кривыя второго порядка. 


Если мы напишемъ неопредЪленное уравнен!е второй степени 
съ двумя неизвЪстными 


ах?-- ху су? ах еу-{ }=0, _ 


то оказывается, что при различныхъ значен!яхъ коэффищентовъ 
этого уравнен1я оно опред$ляеть собой различныя кривня, 
каковы, напримЪръ, эллипсъ, парабола и гипербола, въ част- 
ности же — система двухъ прямыхъ. 

Указанныя кривыя (а также и н5Ъкоторыя друГя) были изу- 
чаемы въ древности греческими геометрами исключительно при 
помощи простой геометри. Нельзя не удивляться, когда по- 
думаешь, как!я изумительныя усийя ума надо было приложить 
этимъ ученымъ 20 и болЪе вЪковъ тому назадъ для того, чтобы 
дойти до открыт, которыми мы пользуемся до сихъ поръ. 

Съ появленйемъ аналитической геометр!и изучен!е кривыхъ 
лин сдЪфлало громадные усп$хи, благодаря новымъ способамъ, 
открытымъ этой наукой. Начиная съ прямой лини и кривыхъ, 
выражаемыхъ уравненйемъ второй степени, аналитическая гео- 
метр1я переходить къ разсмотрЪн!ю уравнен]й третьей и выс- 
шихъ степеней, которымъ всегда соотвфтствуеть нЪкоторая 

10% 
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кривая. Эти кривыя, вообще говоря непрерывныя, въ зависи- 
мости оть формы уравненя могутъ претерпЪвать въ нЪкоторыхъ 
_МЪстахъ такъ называемый разрывь непрерывности и состоять изъ 
нфсколькихъ отдЪфльныхъ частей; отсюда является понят!е о не- 
прерывности формулы. Дальше, само собою является задача 
о проведенНйи касателё#ой къ нЪкоторой данной кривой. 

КромЪ того, аналитическая геометр!я на плоскости распро- 
страняется и на пространство З3-хъ измЪрен!й; тамъ положен!е 
точки опредЪляется уже 3-мя прямоугольными координатами х, 
уи с, которыя представляють собой не что иное, какъ разстояй я 
до З-хъ взаимно-перпендикулярныхъь плоскостей. 

Уравнен!е ах-фу--с2--а=0 опредфляетъь собою н$Ъкоторую 
плоскость, а прямая лиШя въ пространствЪ опредЪляется урав- 
нен1ями двухъ плоскостей, въ пересЪченНи которыхъ она на- 
ходится. Что же касается до общаго уравненйя второй степени 
съ тремя неизвЪстными, то оно опред$ляетъь собой цЪлый рядъ 
поверхностей, среди которыхъ находится, напр., шаръ, конусъ, 
цилиндръ, эллипсоидъ и т. д. Упомянемъ здЪсь вкратцЪ о кри- 


выхъ второго порядка, которыя очень часто встръчаются въ по- 
вседневной жизни. 


Эллипсъ. 


Эллипсомъ называется замкнутая кривая, лежащая въ пло- 
скости и обладающая тмъ свойствомъ, что сумма разстояй 
любой точки этой кривой до двухъ данныхъ точекъ Ри РЁ, одна 
и та же. Точки Ри РЁ, называются фокусами эппипса. На осно- 
ван!и указаннаго свойства эллипса можно его очень легко на- 
чертить слЪдующимъ образомъ. НамЬтивъ на бумаг двЪ точки 
и взявъ нить, длина которой болыше разстоянйя между взя- 
тыми точками, прикрЪпляють концы этой нити къ точкамъ Ри РЁ, 
(напримЪръ булавкой), посл чего натягиваютъ прикрфпленную 
нить остремъ карандаша. Если этимъ остр!емъ водить по бу- 
магЪь такъ, чтобы нить все время была хорошо натянута, то 
начерченная карандашомъ кривая будетъь эллипсомъ. Эллипсы 
можно получить различнымъ образомъ. Такъ, напримЪръ, осв$- 
тивъ монету лампой и подставивъ бЪлый листь бумаги для ея 
тъни, увидимъ, что эта тфнь будеть имфть форму эллипса; 
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разр$завъ наискось какой-либо круглый цилиндръ, получимъ 
въ рёзрЪзЪ также эллипсъ. Наконецъ, изъ астроном!и извЪстно, 
что всЪ планеты обращаются вокругъ солнца, опивывая эллипсы. 

На прилагаемомъ рис. 43 изображенъ эллипсъ, въ которомъ 
точки Ги Р, предста- 
вляютъ фокусы эллипса. 
Прямая, проходящая че- 
резъ фокусы, называется 
фокусной или большой 
осью, средина О отрЪзка * 
ГЕ, называется цент- 
ромъ, а прямая ВВ; про- 
ходящая черезъ центръ 
перпендикулярно боль- 
шой оси, называется ма- 
лой осью. 

Точки А, А., Ви В,, въ которыхь эллипсъ пересЪкаетъ оси, 
называются вершинами эллипса. 

Нетрудно замфтить, что постоянная длина МЕ-- МР, пред- 
ставляеть собой длину большой оси, т.-е. равна отрЪзку ААД.. 

Если принять сси эллипса за сси координатъ и сбозначить 
длину большой полусси, т.-е. ОА, черезъ а, а длину малой полу- 
сси, т.-е. отрЪзокъ ОВ, черезъ $, то координаты хи у любой 
точки эллипса будуть связаны между собой слЪдующимь 
уравнен1емъ: 


Это уравнен!е называется уравнещемь эллипса. Если а булетъ 
равно Б, т.-е. если фокусы эллипса сольются съ центромъ, то 
эллипсъ обратится въ окружность, при чемъ уравненйе окруж- 
ности будетъ имть видъ: 42--у?=а?. 


Гипербола. 


Гиперболой называется кривая, обладающая (войствомъ, по 
которому разность разстояшй отъ каждой изъ ея точекъ до двухъ 
неподвижныхъ точекъ Ри Р, постоянна, 
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Гипербола представлена на рис. 44. 

Точки Ри Р,, какъ и въ эллипсЪ, называются фокусами, а пря- 
мыя 252, и уу, называются осями гиперболы. Ось ах, про- 
ходящая черезъ фокусы ги- 
перболы, пересЪкаеть ее въ 

С. с точкахъ Аи А,, называемыхъ 
| вершинами, гиперболы; эту ось 
м называють поперечной; что же 
касается оси уу., то она не 
в хр р „ встрычаеть кривой. Нетрудно 
^, ‹ А видфть, что отрфзокъ АЛ, 
равенъ по длин постоянной 
разности разстоянйй оть лю- 
бой точки кривой до фоку- 
У совъ. 

Гипербола можетъ быть про- 
должена какъ угодно далеко; 
она, какъ видно, ссстоитъ изъ 
двухъ частей, совершенно отдфльныхъ другь отъ друга; эти 
части называются вътвями гиперболы. _ 

Прямыя СР, и С.Ш называются ассимптотами; если прямыя 
продолжать и въ то же время продолжать вычерчивать вЪтви 
гиперболы, то кривая и прямая будутъ приближаться одна къ дру- 
гой безпредЪльно, но никогда не сольются. Ассимптоты можно 
легко построить на основанйи слфдующихъ соображенй. Изъ 
точки А всзставляемъ перпендикуляръ къ РР, и засЪкаемъ изъ 
точки О на перпендикулярЪ АС такую точку С, чтобы ОЕ==0ОС. 

Если принять 1х, и Уу, за оси координать и положить ОА=а 
и АС=Ь, то уравнен1е гиперболы будеть имфть видъ: 


у 


Рис. 44. 


12 3/2 


Гиперболу легко вычертить слЪдующимъ образомъ: 
Возьмемъ нить произвольной 
Ё——_— р длины и перегнемъ ее въ нЪкото- 
В рой точкЪ Р такъ, чтобы части 
Рис. 45, АР и ВР были различны и 
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разность ихь АР—ВР была равна нёкоторой длин АМ. Далфе, 
намфтивъ дв точки Ри Ё, (но такъ, чтобы разстоян1е ЕР. было 
больше АМ), прикрЪпимъ къ нимъ концы А и В нити. Натянемъ 
часть РЁ, нити рукой (черт. 46) и приведемъ ее въ совпадене 
съ прямой ях,, проходящей р 
черезъ фокусы РиР,, а часть ‚, 

РГ нити натянемъ остремъ 

карандаша въ  противопо- хз 

ложномъ направлени. Тогда 

остр1е отм$титъ на прямой 2х, 

нфкоторую точку К. Двигая 

свободный конецъ Р натяну- Рис. 46. 
той нити Р.Р вверхъ и внизъ отъ прямой 1т,, а нить РР все 
время натягивая остр!емъ карандаша и касаясь имъ другой 
части нити Р,Р, замЪфтимъ, что карандашъ вычертить одну изъ 
вЪтвей гиперболы. 

Какъ на примБръ гиперболы можно указать на слЪдующее: 
если надфть круглый абажуръ на лампу такимъ образомъ, чтобы 
свЪтьъ быль снизу абажура, и если смотрЪть на тБнь, которую 
отбрасываетъ ниж край абажура на вертикальную стьну, то мы 
увидимъ отр$зокъ гиперболы. 


Р 


|9 


Парабола. 


Параболой называется кривая, 
каждая изъ точекъ которой от- 
стоить на равномъ разстоянйи 
оть данной точки РЁ (рис.47) и 
отъ данной прямой РО, такъ 
что ИМЕ= МО. ВЪ этомъ случаЪ 
кривая имЪетъ ту форму, кото- 
рая указана на рисункф. 

Точка Ё называется фоквусомь 
параболы, а прямая РО — руко- 
водящей или директриссой. Если 
изъ фокуса опустить на дирек- 
триссу  перпендикуляръ, то Рис. 47. 
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прямая Вх будетъ осью параболы; эта ссь пересфкаетъ кривую 
въ точкЪ А, которая, какъ нетрудно видЪфть, находится на 
срединф разстоянйя между фокусомъ и директриссой. Точка А 
называется вершиной параболы. 

Если изъ вершины параболы, перпендикулярно ея оси, про- 
вести прямую уу, и принять хх, за ось абсциссъ, а Уу! за ось 
ординать, то координаты любой точки параболы будуть связаны 
между собой уравненемъ: 


12=2ру, гдЪ р=АР. 


Параболу можно вычертить слЪдующимъ образомъ: Берутъ 
угольникь ОВС и къ точкЪ В 
прикрЪпляютъ неподвижно нить, 
длина которой равна ребру ВС 
угольника. Другой конецъ нити 
укрЪпляется въ фокусЪ Р. Да- 
ле, приложивъ линейку вдоль 
по директриссЪ, натягиваютъ 
нить остремъ карандаша, при- 
жимая его все время къ ребру 
ВС угольника. При движеши 
угольника вдоль линейки остр!е 


Рис. 48. 


карандаша опишеть параболу. 

Какъ на примЪръ параболы можно указать на путь камня, бро- 
шеннаго снизу вверхъ подъ нФкоторымъ угломъ къ поверхности 
земли, или на форму каната, концы котораго прикрЪплены къ не- 
подвижнымъ точкамъ. 


Мнимыя и комплексныя количества, 


Открыт!е мнимыхъ количествъ относится къ эпохЪ Возрожден!я. 
Еще математиками предшествовавшаго времени было замЪчено, 
что нькоторыя уравнен!йя не имЪли ни одного корня въ области 
чиселъь, надъ которыми оперировали. Мало-по-малу начали 
условно производить вычислен!я надъ выражен!ями, содержа- 


щими знакъ И—1, такъ, какъ-будто бы этоть знакъ ДЪЙСТВи- 
тельно представлялъь собою нЪкоторое число. 

Первый шагъ въ этсмъ направлен!и былъ сдЪланъ итальян- 
скимъ математикомъ Карданомь (Н1егопит! Сагдат, 1501—1576), 
который встрЪтился съ мнимыми количествами при ршеши ку- 
бичнаго уравненйя*); но онъ еще не былъ въ состоянйи припи- 
сать подобнымъ выраженямъ какой-либо опредЪ$ленный смыслъ, 
тъмъ болЪе, что даже вопросъ объ отрицательныхъ количествахъ 
въ то время не имфлъ подъ собой достаточно твердой почвы. 

Въ послфдующее время мнимыя количества все чаще и чаще 
появляются при разныхъ математическихъ выкладкахъ, и, по 
МЬРЪ того, какъ обнаруживается польза ихъ употребленйя, они 
начинаютъ пр1обрЪтать все большее и большее распространен!е. 

Ц$лый рядъ математиковъ вводить въ употребленйе символъ 


У—1, а Декарть предлагаеть термины: «мнимый корень» и 
«вещественный корень». Далфе Эйлерь въ 1748 году устанавли- 
ваетъ основное значен!е мнимыхъ количествъ въ теор!и функщй 
(“= соз д--13112), раскрывая такимъ образомъ внутреннюю 
связь встрЬчающихся въ анализЪ видовъ функщональной 


*) См. по этому поводу очеркъ изъ истор!и алгебры. 
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зависимости, а Генрихь Кюнь (1690—1769) цаеть мнимымъ 
количествамъ геометрическое истолковаше. 

Такимъ образомъ логическая сторона вопроса выясняется 
только къ срединф ХУ1Ш столЪтя. Въ эту эпоху математики 
постепенно приходять къ мысли, что мнимыя величины предста- 
вляють собой результать вполнЪф законнаго и цфлесообразнаго 
расширен!я понят!я о числЪ, и убЪждаются, что эти количества 
имфють такой же реальный смыслъ, какъ и количества ве- 
щественныя. Этому, главнымъ образомъ, способствуеть выдви- 
нуви!йся на первый планъ вопросъ о графическомъ предста- 
вленН!и мнимыхъ количествъ. Съ этого момента теор1я мнимыхъ. 
величинъ дфлаеть рЬшительный шагъ впередъ, а работы Бюз, 
Аргана, Весселя и, наконецъ, великаго Гаусса (1777—1855) 
подготовляють почву для созданйя чисто формальнаго обосно- 
ван!я комплексныхъ количествъ, которое сводить это учеше 
къ теор!и вещественныхъ чиселъ. 

Познакомимъ читателя съ сущностью геометрическато пред- 
ставленйя мнимыхъ величинъ. 

Возьмемъ*) неограниченную прямую 1х, и на ней точку 0; 
далфе условимся, принявъ точку О за начало счета, отрЪзками, 
откладываемыми вправо отъ 
точки О по прямой Ох, пред- 
ставлять числа полпожитель- 
ныя; тогда отрЪзки, отклады- 
ваемые влЪво отъ точки О, по 
прямой Ох., будутъ, какъ 
извфстно, представлять собой 
числа отрицательныя. 

Такъ, напр., если отр$- 
зокъ ОА примемъ за единицу мЪры, то отрЪзки ОА, ОА:, ОА, 
и т. д., отложенные вправо отъ О, будутъ представлять соотвЪт- 
ственно числа +1, +2, -+-3 и т.д., а отрфзки ОВ, ОВ,, ОВ, 
и т. д., отложенные влфво оть О, соотвЪфтственно числа —1, 
—2, —З ит. д. 


*) Приводимая интерпретац1я принадлежитъ Г. Кюну и находится въ ак- 
тахъ С.-Пб. Академи Наукъ за 1750 годъ. 
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Нетрудно видЪтТЬ, что точка О будеть изображенемъ числа 
нуль. 

‚ Такимъ образомъ прямая хх, будетъ представлять собой всевоз- 
можныя дЪйствительныя числа — положительныя и отрицатель- 
ныя, ращюональныя и ирращюональныя; поэтому она носить на- 
зван!е оси дЪйствительныхъ чиселъь или, просто, дъйствитель- 
ной оси. 

Проведемъ теперь черезъ точку О прямую уу,, перпендику- 
лярно дЪйствительной оси, и опишемъ изъ точки О радусомъ, рав- 
нымь единиц длины, окружность; такъ какъ перпендикуляръ, 
опущенный изъ какой-либо точки окружности на д1аметръ, есть 
средняя пропорщональная между отрЪзками даметра, то 


ОА : ОС=ОС:ОВ или ОС*=ОА. ОВ. 
Но ОА— +1 и ОВ=—1, слдовательно 


С*=(+1). (-П=— 
откуда с =И—1=1, 


Такимъ образомъ мнимыя числа в, 2%, 3} и т. д. должны быть от- 
считываемы по перпендикуляру уу:, вверхъ отъ точки 0, а числа 
— —2, —З ит. д. внизъ отъ точки О. Поэтому прямая уу на- 
зывается осью мнимыхъ чиселъь или мнимою осью. 


Геометрический смыслъ компленсныхъ количествъ. Комплекснымь 
(т.-е. составнымъ) количествомь или, просто, комплексомь назы- 


вается выражене а--01, гдЪ аи Ь дЪйствительныя количества. 
Для геометрическаго изоб- С 


ражен!я комплекса а-- В; на 
дЪйствительной оси АВ откла- 
дываемъ число а вправо отъ 
точки О, если а положитель- Р.-------- 
но, и влъво ОТЪ ТОЧКИ О, если а 
отрицательно. ДалЪе по мни- В 
мой оси откладываемъ коли- 
чество $ вверхъ отъ точки О, 
еслионо положительно, и внизъ ‘ Ул 

отъ точки О, если оно’отрица- Рис. 50. 

тельно. Изъ точекъ МиР возставляемъ перпендикуляры къ осямъ; 


= = 
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пересЪчен1е этихъ перпендикуляровъ и даетъ точку М, которая 
гесметрически представить собой количество а--6. . 

‚ Такимъ образомъ комплексныя количества изображаются точ- 
ками, наполняющими всю плоскость по обЪ стороны дЪйстви- 
тельной оси. 

Отсюда видно, что каждой точкть плоскости соотвтьтствуетъ 
опредтъъленное комплексное количество, и, наобороть, каждое ком- 
плексное количество изображается одной и только одной точкой 
плоскости. 

_ Точки, изображающ!я комплексы, называются аффиксами дан- 
наго комплекснаго выражен!я; такъ, напр., точка М будетъь 
аффиксомъ комплекса а- 6. 


Модуль комплекса. Пусть комплексъ а--бфопред$ляетъ точку М; 
соединивъ ее съ началомъ 0 и обозначая ОМ черезъ г, изъ А-ка 


ОММ получимъ: ОМ= г—=У а? 6. 


Выраженйе И а? называется модулемь даннаго комплекса 
и изображается геометрически отрфзкомъ ОМ. 

Какъ видно, для опредфлен!я точки М недостаточно одной 
только линНи ОМ, такъ какъ всЪ точки плоскости, лежащя 
на окружности, описанной изъ точки О радусомъ г, будутъ на- 
ходиться отъ начала на разстоянйи г. Но если вмЪстЪ съ длиной 
отрЪзка г будеть данъ еще уголъ «, составляемый ею съ дЪйстви- 
тельной осью, то этихъ данныхъ будеть вполнЪ достаточно для 
опредЪлен!я точки М. 

Такимъ образомъ абсолютная длина отрЪзка ОМ=г и направле- 
не его, опредЪляемое угломъ &, составляемымъ этимъ отрЁзкомъ 
съ дЪйствительной осью, вполнф опредфляютъ точку М, такъ что 
положенйе этой точки можеть быть представлено какъ компле- 
ксомъ а-- 1, такъ и комплексомъ г, которые и называются поэтому 


геометрически равными. Что же касается количества г, то оно бу- 
деть также модулемъ и количества Га и есть количество суще- 


ственно положительное. Уголъ а отсчитывается отъ дЪйствитель- 
ной оси по направлен!ю, обратному движен!ю часовой стрЪлки, 
и называется аргументомь комплекса. 

Приведенная нгеми геометрическая интерпретащя комплексныхъ 
количествъ впервые была предложена Ж. Арганомь изъ Женевы 
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въ 1806 году. ПопуляризаШя же работъ Аргана и Кюна среди 
математиковъ принадлежить знаменитому Гауссу, которому теор1я 
мнимыхъ и комплексныхъ количествъ обязана окончательнымъ 
введенйемъ символа #, какъ мнимой единицы, на одинаковыхъ 
правахъ съ простой единицей, а также и тЬмЪ, что символъ а 
стали разсматривать, какъ «составное число». 


Векторгальный анализъ. Нватерноны. 


Работами Кюна, Аргана и, въ особенности, Весселя, приложив- 
шаго теор!ю комплексныхъ количествъ къ геометр!и въ простран- 
ствЪ, было положено начало развито новыхъ обширныхъ мето- 
довъ математическаго изслЪдованя. 

ДЪйствительно, въ связи съ общими идеями о мнимыхъ и ком- 
плексныхъ количествахъ естественно должна была возникнуть 
мысль итти въ этомъ направлени дальше, т.-е. создать комплекс- 
ныя количества болЪе высокаго порядка, при посредствЪ кото- 
рыхъ можно было бы выражать точки пространства совершенно 
такъ же, какъ мы выражали при помощи обыкновенныхъ ком- 
плексовъ точки плоскости (при этомъ, конечно, такъ, чтобы 
обычныя: простыя правила дЪйстый, по возможности, были со- 
хранены). 

Указанная мысль и легла въ основу весьма важнаго новаго 
метода — теор векторовь (такъ называемый «Вектор1альный 
анализъ»), для котораго предшествовави!я работы сыграли 
какъ бы подготовительную роль*). 


*) Здъсь необходимо, хотя бы и очень кратко, ознакомить читателей съ по- 
нятемъ о «векторахъ». 

Въ геометр!и направлен!я линйЙ не играютъ никакой роли, поэтому геомет- 
ричесн1я величины, обыкновенно, называются абсолютными или скалярами. 
Но больщинство величинъ, встрфчающихся въ природЪф, имфютъ не только 
опредЪфленные размфры, но и направлен!е; таковы, напр., температура, 
пространство, проходимое движущимся тфломъ, время (прошедшее и бу- 
дущее) и т. п. Сюда же относятся и мног1я аналитичесвя величины, каковы, 
напримЪръ, силы, скорость и ускореше въ механикЪ и т. п. ВсЪ подобныя 
величины носятъ названйе векторовь и изображаются графически прямыми 
лимями опредЪленной длины и направлен1я; при этомъ длина отрЪзка 
выражаеть величину вектора, а направлен!е — знакъ вектора (плюсъ или 
минусъ). (ПричЪчан!е заимствовано изъ книги Мрочека-—ТригонометрИя). 


- 
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Но съ особенной широтой и полнотой вопросъ о создан|и выс- 
щихъ комплексныхъ количёствъь съ ббльшимъ числомъь новыхъ 
единицъ, а не съ однимъ только 1, быль блестяще разрфшенъ 
около 1840 года независимо другь оть друга Г. Грассманомъ 
въ Штетин$ и проф. В. Гамильтономь (\М. Нап!Шоп) въ Дуб- 
линз, при чемъ изобрътен!е послфдняго извЪстно подъ назва- 
немъ Исчисленя кватерноновъ. 

Кватернюны представляють собой самую важную систему 
высшихъ комплексовъ. 

Обыкновенныя комплексныя количества вида а--6: можно 
разсматривать, какъ линейныя комбинаши вида 


а. 1-.5 


построенныя изъ двухъ различныхъ единицъ | и & сь помощью 
дЪйствительныхъ количествъ а и 6. 

Аналогично этому представляются и кватернюны, которые, 
какъ показываеть ихъ назван!йе, являются четырехчленными 
количествами и составляются изъ четырехъ различныхъ единицъ. 

За первую изъ этихъ четырехъ единицъ, какъ и въ случаЪ 
обыкновенныхъ комплексовъ, принимають обыкновенную веще- 
ственную единицу 1. Три друГя единицы обыкновенно обо- 
значаютъ, по Гамильтону, черезъ #, у и К, такъ что общ видъ 
кватернона получается такой: 


а--91--с7-Н ак, 
ГДЪ а, 6, си 4 вещественныя количества или коэффищенты ква- 
тернюна. 

Первую составляющую а, на которую умножается | и которая 
соотвЪтствуеть вещественной части обыкновеннаго комплекса, 
называють скалярной составной частью кватерн1она, а совокуп- 
ность трехъ остальныхъ членовъ 6:--с]-|-4Ё — векторзальной 
составной частью. 

Въ частномъ случаЪф, когда одинъ изъ коэффищентовъ кватер- 
н]она 6, си 4 равенъ нулю, кватерн!оны вырождаются въ трех- 
членные векторы, изучеше которыхъ составляетъ задачу «Векто- 
р1альнаго анализа». 

При исчислен!и кватерн1оновъ приходится столкнуться съ од- 
ною ихъ особенностью, а именно, что всЪ законы, приложимые 
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къ обыкновеннымь числамъ, приложимы въ равной мМрь и 
къ кватерн]онамъ, за исключенемь перемтстительнаго закона 
при умножени, при чемъ въ этомъ случаЪ кватерн!оны обла- 
даютъь слъдующимъ свойствомъ: 


121; 9.1=1.5=8 ].1=1.]=7; .1=1. =. 
== — |. 

Е. 1=--] 

В. Е=—] 


.]=-+Ё 
].:=— 


1. ЕЕ 
К. =Ь-ф 


ИзобрЪтен!е кватерн]оновъ пролило новые потоки свфта на 
необъятную ниву математическихъ знан, открыло совершенно 
новые горизонты, и дало возможность вникнуть въ сущность 
очень многихъ вопросовъ, такъ или иначе соприкасающихся 
съ математикой, при чемъ наиболфе важную роль сыграло при 
изсльдован!и большого числа явленйй въ области физики и 
механики. 

Были попытки разсматривать комплексныя количества и 
съ ббльшимъ числомъ новыхъ единицъ. Въ этомъ направлен!и 
интересны работы Вейерштрасса, который показалъ, что всЪ за- 
коны элементарной алгебры сохраняются только для случая 
обыкновенныхъ комплексовъ вида а-+- 65. 

Въ послфднее время всЪ комплексныя числа высшаго по- 
рядка, съ безчисленнымь множествомъ новыхъ единицъ, по- 
лучили общее названйе неархимедовыхь чиселъ. 


+ 


Производная, дифференщалъ, интегралъ. 


НаиболЪфе блестящей эпохой въ развитйи математики слЪдуетъ 
считать ХУЙ столЪт1е, ознаменовавшееся цфлымъ рядомъ ве- 
ликихъ открыт, изъ которыхъ наиболфе важнымъ является 
открыт!е исчисленйя безконечно-малыхъ величинъ, развившееся 
въ настоящее время въ цфлую научную дисциплину, носящую 
общее назван!е анализа безконечно-мальуть. 

Основныя идеи анализа безконечно-малыхъ, собственно говоря, 
не являлись идеями совершенно новыми по существу; онЪ смутно 
бродили еще въ древности. Такъ, напр., въ доказательствахъ 
Архимеда можно уже найти безконечное дроблен!е величинъ и 
ихь суммироване, т.-е. какъ разъ то, что и составляетъ собой 
предметь дифференцщальнаго и интегральнаго исчислешй. 

Честь открыт!я исчисленйя безконечно-малыхъ принадлежитъь 
генальному Ньютону и н%$мецкому философу Лейбницу, ко- 
торые, почти одновременно и независимо другъ отъ друга, пришли 
къ этому великому открыт, но пути, по которымъ они подхо- 
дили къ нему, были совершенно различны. Въ то время, какъ 
Лейбницъ, исходя изъ философскихъ началъ, далъ аналитиче- 
ское основанйе дифференцщальному исчисленю, Ньютонъ ис- 
ходилъ изъ широкаго пониман1я явленйй, началъ механики и 
астроном!и, и послЪ открыт!я законовъ тяготЪн!я, теор!и свЪта 
и т. п., даль, наконецъ, теор1ю флюкай, сходную съ дифферен- 
цальнымъ исчислеемъ Лейбница. 

Въ общихъ чертахъ, сущность дифференшальнаго и инте- 
гральнаго исчисленйй можно охарактеризовать слЪдующимъ 
образомъ: 
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Дифференщальное исчислен!е изучаеть законы безконечно- 
малыхъ, послфдовательныхъ измЪнен!й различныхъ величинъ, 
а интегральное исчислен1е, посредствомъ суммированйя этихъ 
безконечно-малыхъ измЪненйй, характеризуетъ только начальное 
и конечное измЪненЯя. 

Сущность обоихъ исчисленй 
прекрасно иллюстрируется при 
помощи живой фотографии. 

Каждому извЪстно, что рядъ 
фотографическихъ снимковъ, по- 
слЪдовательно идущихъ другъ 
за другомъ, черезъ очень малые 
промежутки времени, запечатл$- 
ваеть на кинематографической 
лент рядъ измЪненйй какого- 
либо событ1я. Эти измБнешя 
(соотвфтствующуя  безконечно- 
малымъ въ анализЪ) служать пе- 
реходными стад1ями отъ начала 
событ!я къего концу. Разсматри- 
вая два сосЪднихъ снимка, мы 
почти не замЪчаемъ разницы Готфридъ Вильгельмъ Лейбницъ 
между ними, тогда какъ разница (1646—1716). 
между начальнымь и конечнымъ НЪнецюй философъ и математинъ. 
событ1ями громадна. 

Возьмемъ, напр., такую картину на полотн$ кинемато- 
графа. 

Ночь. Городъ спитъ. ТЪсно прижались другъ къ другу дома. 
Тихо кругомъ. Но воть изъ окна дома появляется едва замЪтный 
дымокъ, постепенно разрастаясь въ густые клубы чернаго дыма; 
вслЪдъ за ними появляется предательсвЙ языкъ пламени и, 
облизнувъ раму окна, снова прячется въ домъ, чтобы черезъ 
мгновенье вырваться оттуда вновь уже съ большей силой. ВЪъ ок- 
нахъ появляются люди; полураздЪтые, испуганные, они ищутъь 
спасеня. СбЪгаются со всЪхъ сторонъ сосЪди. Мчится пожарная 
команда. Начинается ожесточенная борьба съ разбушевавшейся 
стижей... . 


А. Ляминъ. Физ.-Мат. Хрест. Т.И. 11 
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Изъ этой сцены мы видимъ, что начало и конецъ ея совершенно 
различны. Мирная картина сна вдругъ смФняется необычайнымъ 
оживлен1емъ. Насамомъже 
дЪлЪ, переходъ отъ первой 
картины къ послЪдней со- 
вершался постепенно, че- 
резъ цфлый рядъ промежу-. 
точныхь малыхь измтьне- 
ши. Сумма ихъ (соотвЪт- 
ствующая интегралу въ 
анализЪ) и дала измЪнен!е 
событ1я черезъ большой 
промежутокъ времени. 

Намъ кажется, что про- 
веденная параллель, хотя 
и не совсЪмъ строго, но 
все-таки достаточно, ха- 
рактеризуеть сущность 
обоихъ исчисленй. 

Открыт!е анализа безко- 
нечно-малыхъ, главнымъ 


маи А образомъ, имЪетъ значене 
Величайц!й англ!йск!Й математикъ и фи- 
зикъ; занималъь каеедру профессора Кем- въ различныхь приможё- 
бриджскаго университета. шяхъь математики къ изу- 


ченю внЪфшняго м!ра. 

Еще древн!е хранили вЪру въ силу математики и въ гро- 
мадное значен!е ея во всЪхъ областяхъ знанйя. _ 

Теперь же вЪфра эта перешла въ убЪждене, съ появленемъ 
метода безконечно-малыхъ, могущество котораго испытано въ на- 
укахъ. 

Обратимся теперь къ выяснен!ю основныхъ понят о произ- 
водной и дифференщалЪ. 

Величины конечныя,  безконечно-малыя и безконечно-большЯ. 
Въ основу дифференцальнаго исчисленя ложится поняте 
о такъ называемой безконечно-малой величинф. 

Подъ безконечно-малой величиной подразумЪваютъ перемБнную. 
величину, стремящуюся къ предфлу — нуль. 


Исаакъ Ньютонъ (1643—1727). 


— 168 — 


Если же перемБнная величина такова, что она можетъ при- 
нимать каюя угодно болышя по абсолютной величин$ значенЯя, 
то Такая величина называется, безконечно-большой. 

Всякая же постоянная величина, а также и величина, хотя 
и перемЪнная, но стремящаяся къ предфлу, отличному оть 
нуля и безконечности, называется величиной конечной. 

СлЪдуетъ замфтить, что разсмотрфн!йе перемЪнныхъ величинъ, 
какъ конечныхь, такъ и безконечно-большихъ, можеть быть 
приведено къ разсмотрЪн!ю величинъ безконечно-малыхъ. 

Порядокъ безконечно-малыхъ величинъ. Пусть мы имЪемъ ДВЪ 
безконечно-малыя величины а и В. Будемъ называть величину & 


. ‚а 
величиной одинаковаго порядка съ В, если предЪлъ отношенИя 7 


в 


будеть выражаться конечнымъ числомъ. 
. С 
Если предфль отношен!я 2 будеть стремиться къ ‘нулю, 


то говорятъ, что а безконечно-малая величина относительно 8, 
или, что величина « высшаго порядка, чЪмЪ 8. 


. д 
Если же предфль отношен!я 5 стремится къ безконечности, 


в 


то говорятъ, что а безконечно-большая величина относительно 8, 
или, что 8 низшаго порядка, чЪмъ 6. 

Поняте о функши и аргументЬ. Возьмемъ уравнен!е у= ах--, 
гдЪ аи  нфкоторыя постоянныя величины, и будемъ давать 
количеству х произвольныя значен!я. Въ зависимости оть из- 
МЪнен!я х количество у будетъ получать каждый разъ соотвзт- 
ствующ!я, вполнф опредфленныя значеня. 

Если, вообще, двЪ перемЪнныя величины измфняются въ 3а- 
висимости другъ отъ друга такъ, что при произвольномъ из- 
мънен!и одной изъ нихъ (напр. 2), другая перемЪнная (у) по- 
лучаеть соотвЪтствующия опредфленныя значен1я, то говорять, 
что у изм$няется въ зависимости отъ х, или, что у есть функия 
отъ д. 

Такимъ образомъ, функщей нфкоторой величины называется 
величина, измъняющаяся въ зависимости оть измтьненя другой 
величины, а эта послфдняя, измЪняясь самостоятельно, носитъ 
назван!е независимой перемтьнной или аргумента. Иногда функцю 


называютъ зависимой перемЪнной. 
$1* 
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Какая изъ двухъ перемфнныхь величинъ, связанныхъ между 
собою ТЬмъ или инымъ соотношенйемъ, должна быть принята 
за функщцю и какая за аргументь — зависить всецфло отъ 
свойствъ даннаго вопроса. 


Обозначене функщи. Если зависимость двухъ перемфнныхъ 
величинъ д и у другъ отъ друга указывается какимъ-либо уравне- 
н1емъ, то, опредфляя одну изъ этихъ величинъ (напр. у) черезъ 


`° другую (5), условились выражать зависимость измфнен!я у отъ х 


символомъ: у=/(х), т.-е. у есть функщШя отъ х. 

Если же х изм$няется въ зависимости отъ измфненНя у, то эта 
зависимость выражается въ видЪ: х=Ё(у), т.-е. х есть функщя 
отъ У. | 

Непрерывныя и разрывныя функцм. Если независимая пере- 
мфнная переходить оть одного опредЪленнаго значеня х=т 
къ другому опредЪ$ленному значеню х=п, такъ, что, измВняясь 
постепенно на безконечно-малую величину, она переходить 
черезъь всЪ возможныя значен!я, промежуточныя между тип, . 
то говорятъ, что эта независимая перемфнная измЪняется не- 
прерывно оть т до п. 


Если при непрерывномъ измЪфнен!и независимой перемфнной 
ОТЬ 1=т ДО Х=п значене функщи оть этой перемЪфнной будетъ 
измБняться тоже непрерывно, то функшя называется непре- 
рывной въ области значен!й независимой перемфнной отъ т до п. 

Такъ какъ подъ безконечно-малымъ измфненемъ значенйя 
перемЪнной величины подразумЪвается безконечно-малое (по-- 
ложительное или отрицательное) приращен!е значенйя этой ве- 
личины, то непрерывной функщей при данномъ значенйи нб- 
зависимой перемЪфнной называется такая функщ!я, безконечно- 
малое приращен!е которой соотвЪтствуетъ безконечно-мапому 
приращен!ю нЪкотораго значен!я независимой перемЪнной. 

Какъ на примБръ непрерывныхь функц, можно указать 
на выражен!я: у=а--5х; у=созх ит. п. 

Но есть функщи, которыя, при нфкоторомъ значенйи неза- 
висимой перемфнной, перестають измЪняться непрерывно и 
въ то время, какъ независимая перемфнная будетъ получать 
безконечно-малыя приращен!я, функц!я сразу дЪлаетъь скачокъ 


С А ме м 
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отъ одного значен1я къ другому, претерифвая такъ называемый 
«разрывъ непрерывности». Таковы, напр., функщи: 


2 
3 при х=3; /=1{8 х, при т—90°,. 


Въ анализ безконечно-малыхъ разсматриваются только не- 
прерывныя функщи. 

Геометрическое значене функщй. Всякое уравнен!1е, выражающее 
связь между функщей и независимой перемЪнной, можно пред- 
ставить графически. Разсмотримъ, напр., уравнен!е: у=1?—2. 

Давая рядъ произвольныхъ значен]й независимому перем$н- 
ному х, мы будемъ для функщШи у получать соотвЪтствующя 
значеня. 

Начертимь предварительно дв взаимно-перпендикулярныя 
прямыя хх, и уу, пересЪкающ!яся между собой въ точкф О, 
и, принявъ произвольный отрфзокъ прямой за единицу мЪры, 
будемъ откладывать значен!я х по оси хл., а значення уб— по 
оси уу, руководствуясь т$ми же соображен!ями, что и ранфе*). 

При х=0, найдемъ, что у=р— 2; при х=-Е1, найдемъ, что 
у=—1; при +=У2, у=0; при х=-2, найдемъ для у значене 2 
и т.д. Нроизводя построе- 
не, найдемъ, что при 1=0 
и у=2 получается точка А 
на оси уу. При всЪхъ даль- 
нЪйшихь значеняхъ для 1, 
одинаковыхъ по абсолютной 
величин, но различныхъ по 
знаку, мы получимъ для у 
только одно ‘значене; это 
укажетъ на то, что искомая 
лиШя расположена симметрич- 
но относительно оси у—овъЪ. 

При х=-Н|1 и у=—1, най- 
демъ двЪ симметричныя точки Рис. 51. 

Ви В,; при х=-Еу2 и у=0, 
найдемъ точки Си С., при х=--2 и у=--2, получимъ точки В 
и О; ит. д. 


*) См. стран. 144—152. 


| 
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Чьмъ больше взять значен]й для д и чЬмь ближе брать эти 
значен!я другъ отъ друга, тЬмъ больше точекъ мы сможемъ на- 
нести на чертежЪф и тЬмъ ближе будуть онф другъ оть друга. 

Такъ какъ разсматриваемая функц!я непрерывна при всЪхъЪ 


_ значеняхъ х, то рядъ нанесенныхъ точекъ дасть намъ непре- 


рывную кривую, разомкнутую въ своей верхней части. Эта 
кривая будетъ парабола. 

Указаннымъ образомъь мы можемъ построить любую функШЮю. 

Поняте о производной. Пусть нЪкоторая функШя у={х) не- 
прерывна близъ нфкотораго значен!я независимой перемфнной 
д=т. Если мы этому значеню х дадимъ безконечно-малое при- 
ращен{е, то, какъ было уже сказано, ему будеть соотвЪтство- 
вать безконечно-малое приращен!е самой функши, при чемъ, 
если приращен!е независимой перем$нной обратится въ нуль, 
то и приращен1е функщши также обратится въ нуль. 

Если взять отношен!е приращен1я функщи къ приращен1ю не- 
зависимой перемЪнной, когда это приращен]е стремится къ нулю, 
то, какъ оказывается, взятое отношене можеть стремиться 
къ опредфленному предфлу. 

Этотъ-то предЪфлъ, если только онъ существуетъ для даннаго 
отношен!я, и называется производной функщей отъ функщи 
у=}(х) при х=т; производная функшя для сокращен!я назы- 
вается просто производной. 

Пусть мы имфемъ нфкоторую функщю у=](=1), непрерывную 
близъ значен!я х=т. Дадимъ независимому перемЪнному х 6ез- 
конечно-малое (положительное или отрицательное) приращене, 
которое обозначимъ черезъ 4х*); тогда, вмЪсто независимаго 
перемъннаго х въ выражен и [(1) будеть уже входить х-- 4х, 
и функцщ!я приметъ видъ: }(5-+ 4х), а приращен!е самой функщи у, 
которое мы обозначимъ черезъ Ду, выразится въ видЪ 

1 


Лу={(х--4х)—) 1). 
Взявъ теперь отношен1!е приращен!я функщи къ приращеню 
независимаго перемЪннаго, т.-е. къ 4х, получимъ: 
4у_ ею) К) 
хо Л 
*) Въ выражен!и 4х знакъ 4 означаеть не множителя, а слово чпри- 
ращен1е». __ 
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Предположимъ теперь, что приращене независимой пере- 
мЪнной, Т.-е. Дт, стремится къ нулю; тогда, согласно опредЪ- 
ленню непрерывности, приращенйе функщи также стремится 
къ нулю. 


д 
Пред$льъ отношен!я т равный предЪлу отношеня выра- 
7х 


ея 2+4 
Дх 
производной данной функШи у=Й?). 

Эта производная, вообще говоря, мЪняется съ изм5нешемъ 1 
(между данными предфлами), а, слЪдовательно, она будеть также 
нфкоторой функщей отъ #. | 

Ее обыкновенно обозначаютъ, помфщая знакъ ” надъ обо- 
значенемъ самой функщи. Такъ, напр., если функцщ!я обозначена 
черезь у или черезъ (5), то ея производная обозначится со- 
отвфтственно черезъ у’ или [(хт). 

Такимь образомъ, можно написать, что производная отъ 
у=](х) будеть равна: ° 


ВИ (2-42) К) 
’==}(1)=пред. | ————— 
при 4х=0.. 


‚ если Дх стремится къ нулю, и будеть 


Дт 
Возьмемъ примтры. 
1. Найти производную оть у=х. 
ИмЪемъ: у--Лу=(х-45)?; вычитая изъ этого равенства равен- 
ство у=1?, получимъ: ЛДу=(х-- Ая) —я2=я2--25.Дх-- Дафф = 


4 
—=25х.4х-- Дх?. Беремъ отношене къ 45; получимъ: -. =21-- 4х. 
т 


Полагая теперь 4л=0, будемъ имЪть: у’=пред. (5. —2. 
©. 
СлЪдовательно, и’=(5^)’=8 5. 4;=0 


2. Найти производную оть у=429. 
Имфемъ: у-|-4у=4(х-- 4х}; Ду=4(х-+ 45)3—413=4(3122.4х- 
- Л , . ^^ Д 
--Зх. 4х2-- 423); РУ 4 (322 З.Лх-- 447); у’=пред. Е = 
Дт \ 4х Иго 

—4.З4?==124?. СлЪдовательно, у’= (423)'=18х°. 
_ Геометричесий смыслъ преизводной. Пусть функшя у=/( 2) не. 
прерывна въ ‘области значенйй- оть- х=т до. х=и. ВЪ`этомъ 
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случаъ функщя у=](х) въ области данныхъ значе х можеть 
быть представлена геометрически непрерывной кривой на пло- 
скости (см. черт. 52). 

Возьмемъ въ предфлахъ этой области на ‘кривой точку А, 
соотвЪтствующую н$ко- 
торому значеню х=0ОС; 
тогда для у=}(т) полу- 
чимъ значен!е у=АС. 

Дадимъ теперь неза- 
висимому перемЁнному х 
безконечно-малое прира- 
щен!е 4х=С)О; тогда на 
кривой получимъ новую 
точку В, для которой 

у, значене у будетъ равно 

Рис. 52. 
у- Лу= ВО. Проведя 
АЕ=Ор, найдемъ, что СД=Дх, а ВЕ=Ау. Проведя затфмъ 
сБкущую РО черезь точки А и В, найдемъ, что 


Лу _ ВЕ 


+ — 
Е С ВАЕ= 18 ДОР. 


% 


Если Дх стремится къ нулю, то точка В безгранично. прибли- 
жается къ А, а сЪкущая РО къ своему предфльному положе- 
Н1ю, т.-е. къ касательной ММ въ точкЪ А кривой; поэтому 
уголь ОРх будеть имфть своимъ предфломь / ММ№х, а слЪ- 


Л 
довательно, предъль отношенйя к будеть выражаться тан- 
у, 


генсомъ угла ММ№. 
Такимъ образомъ, 


Д 
у°=} (1)=пред. 59 = пред. $ Х ОРл= 48 Х ММ, 
4 Ах=0 


т.е. производная оть функШи у={х) равна тангенсу угла, 
составленнаго съ осью х-овъ касательной, проведенной черезъ 
такую точку кривой, которая соотвфтствуеть значейю х=т 
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Понят!е о дифференщалЪь фуннщи. 


`Д 
Если отношен!е = не достигло еще своего пред$ла, а только 
х 


къ нему приближается, то разность между этимъ перемЪннымъ 
отношен1емъ и его предъломъ будеть выражаться нёкоторымъ 
(положительнымь или отрицательнымъ) безконечно-малымъ чис- 
ломъ а, вслфдстве чего можно написать, что 


о 


Ду 
ЕР (®а=у а, или, умножая все на Дт, 
т 


Лу=Р(х)4х--а4х=у’Дх--а4х. 

Выражен!е Ду есть не что иное, какъ приращене функ- 
ци; оно, какъ видно изъ формулы, равно сумм выражен 
| (<). 4х и а. 4х. 

Первое изъ этихъ слагаемыхъ (произведенйе производной на 
приращен!е независимой перемЪнной), т.-е. }(1). 4х=у’. 4х, 
называють дифференщаломь функщи и символически обозна- 
чаютъ такъ: 

ду=у’4х или а}(х)=7(т).4х5... (1) 
гдЪ буква 4 означаеть слово дифференщалъ. 

Примфняя это равенство къ самой независимой перемфнной т, 
(т.е. къ равенству =), оть которой производная будеть 
равна 1*), получимъ: | 

ат=(х)’. Дх=1. Дх= Ах, 
откуда видно, что дифференщалъ независимой перемЪнной ра- 


венъ его безконечно-малому приращеню. 
Поэтому равенство (1) можно выразить въ видЪ: 


ау=у’ах или аж) =} (мах... (2) 
Отсюда можно заключить, что 


ау 4) 
*) ДЪйствительно, полагая у=х, будемъ имЪть: дя = 


4 
21. СлЪдовательно, у'=} (х)=пред. (1) Ито" 


-> г 
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т.-е., что производная функЦи равна частному оть дфлеШя 
дифференала функШи на дифференщалъ независимаго пере- 
мЪннаго. 


Геометрическй смысль дифференцала. 


Уяснимъ геометрическ!й смысль дифференщала. Построимъ 
кривую у=](х) (чер. 53). Пусть начальному значеню х=ОР 
соотвЪтствуеть на кривой 
точка М. Цадимъ незави- 
симому  перемфнному х 
приращен!е РР,=Дх=ах. 
Изъ точки Р, проводимъ 
ординату Р.М, и продол- 
жаемъ ее до пересЪчен!я 
ВЪ точкЪ К съ касательной 
КТ, проведенной въ точкЪ 

Рис. 53. И. Изъ точки М проводимъ 

прямую, параллельную От. 

Отрфзокь ММ,, какъ мы знаемъ, выражаеть приращене 
функщи Ду. Изъ прямоугольнаго треугольника КМ№ММ имЪемъ 
КИ= ММ. 1%. Но МИ=РР, есть 4х, а 1#« есть производная 


а а 
Мет слЪдовательно, К\=ах. == 44. Итакъ, дифференщалъ 
. т 


функщи геометрически выражается отрЪзкомъ КМ, который есть 
не что иное, какъ приращеше ординаты точки касаня. 

Изъ чертежа мы видимъ, что 4уЛу и что они разнятся между 
собою на отрЪзокъ КМ\, который и выражаетъ безконечно-малую 
величину, стоящую въ правой. части равенства (1). 

Нахождене производныхъ и дифференщаловъ различныхъ 
функц и примнен!е ихъ ко многимъ вопросамъ математики 
составляеть основную задачу дифференцальнаго исчислен!я. 


Поняте объ интегралф. 


а 


Главная задача интегральнаго исчислен!я состоить въ раз- 
смотрни предфловъ суммъ безконечно-малыхъь слагаемыхъ, 
въ случаЪф, если число ихъ ‘безпредфльно велико, 
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Такъ, напр., если а, ао, аз..., а, будуть безконечно-малыя 
слагаемыя, при чемъ число этихъ слагаемыхъ безпредЪльно ве- 
лико, то сумма ихъ, которую обозначимъ знакомъ Ха, выра- 
зится въ видЪ 


$а=а,-а-Наз-...-Н а». 


Какъ оказывается, разсмотрЪн!е такихъ суммъ тфсно связано 
съ вопросомъ, обратнымъ вопросу о нахожденйи производной 
отъ данной функЩи, иначе говоря, съ слЪдующимъ вопросомъ: 
по данной функши /(х) найти такую новую функц!ю Р(5), чтобы 
ея производная ЁР’(х) была равна данной функщи, т.-е. найти 
такую функцю (5), чтобы 


Е’(2)=Й 2). 


Эта искомая функщшя Р(х) называется обыкновенно перво- 
образной. Такъ, напр., если ](х)=2х, то первообразной функщей 
можно считать Р(х)==5”, потому что Е’(л)=()’=25*). 

Для выяснен!я понят1я объ интеграл положимъ, что н$Ъко- 
торая функШя у={х) непрерывна въ области значенй отъ 
1.=а до л.=6, и пусть значене ба, т.-е. функщя въ этой 
области послфдовательно возрастаетъ. Тогда независимая пере- 
Мфнная х, измфняясь непрерывно оть а до 6, получить за все 
время возрастания приращен!е 6—а. 

Будемъ независимому перемфнному х, въ пер!одъ его изм$не- 
н!я оть а до В, давать послфдовательно одинаковыя прираще- 


. 9—а 
ня Дх, равныя ——, гдЪ п цЪлое положительное число, могущее 
п 


быть безконечно-большимъ. 

Давая независимому перемфнному х при значен!и его, рав- 
НоМЪ а, приращен!е Дж, найдемъ, что приращене функщи у={(х) 
будеть равно [(л,--45)—Кх,), откуда 


И а, 
д 


глЪ а безконечно-малая величина, на которую отличается отно- 
шен!е приращеня функШи къ Дх оть ея производной. 


*) См. первый примЪрь на страч. 167. 


} 
| 
| 
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Умножая обЪ части равенства на 4х, найдемъ, что приращен!е 
функШи будеть Д(,--4х)—Кл)=Р(х1). Ах а4х, или, такъ 
какъ ](х,).4х есть не что иное, какъ дифференцаль функщи 
у=](2) при значейи 2=а, т.-е. }(л\). Ах=ду=аКх)), то 


К, --42)—/(х)=аКл)-а . 4х. 


Разсуждая такимъ же образомъ далфе, найдемъ, что при по- 
слЪдовательномъ увеличен!и значен!я независимой перемЪнной 
на 245, З4х... и т.д. для соотвЪтствующаго приращен!я 
функШи получится слфдующая таблица: 


Ка 4х) — Ка) =аКх)- а. 4х 
(х.-+24х)—/(х.-45)=аКх, + 4х) а, . 4х 
К. -+34х)—1(х-24х)=аКх--24х)- в. . 4х 


ао 4 —Иа-+ (п. 4=]=аДа--(п—1) 4х] о . 4х, 


при чемъ выражен!е п.х въ послфдней строкЪ есть не что иное, 


р—а , 
какъь п. -—=6—а=1.—х,  вслЬдстве чего }Дж-п4х)= 
п 


=] (+1: —2)=) 5). 

Для отысканйя суммы всфхъ приращей функШи на про- 
тяжен!и значен!й х отъ 1,=а до х.=6, сложимъ всЪ написанныя 
равенства почленно, при чемъ сумму дифференщаловъ второй 
части равенствъ и безконечно-малыхъ произведейй а. Ах 
обозначимъ соотвфтственно черезъ »4/(х) и Ха. 4х; тогда при- 
ращен!е функШи у={х) при измЪнен!и хоть а до 6 выразится 
ВЪ ВИДЪ 

{(х.)1(х,)*)= ХАКх)- Ха . Ал= хАКл)-- 4х. Ха... (1) 


Полученный результатъ показываетъ, что сумма всЪхъ полу- 
ченныхъ приращенй функщи (т.-е. УАКх)-|-4хХо) равна раз- 
ности значенйй функщи на границахъ промежутка измЪнейя х 
отъ а до фи, слфдовательно, не зависитъ отъ Дх или, что то же, 
отъ числа п; поэтому выражене {(х.)—](т.) сохранить свою ве- 
личину и въ предфлЪ, когда положимъ п= со и 4х=0, т.-е. когда 

*) ВсЪ остальныя слагаемыя лЪвой части равенствъ приведутся какъ 
подобные члены. 
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будемъ х измЪнять непрерывно. Но правая часть найденнаго 
равенства (1) измЪнится; въ ней останется только сумма Ха{т), 
а выражене Дх. Ха при 41=0 и слагаемыхъ а:, ао, аз... 
и т. д., равныхъ нулю, будеть само равно нулю. 

`ВслЪдств!е этого, въ предфлЪ, предыдущее равенство при- 
меть видъ 


[(х.)— (2) = 4/2) 
или, такъ какъ х.=а и х.=6, то 
_ 6 Ка=яакю ... (2) 
ПредЪлъ суммы безконечно-малыхъ приращен!й функщи (при 


измънени х отъ а до 5), т.-е. выражен!е УаКх), обозначають иначе, 


замЪняя знанъ ХУ знакомъ °), который называется знакомъ 
интеграла. 

Въ этомъ случаф, т.-е. когда мы переходимъ къ предЪлу, 
суммированйе называется интегрированйемъ, а сумма дифферен- 
Щаловъ функШи — интеграломь функции у=Нх) между пре- 
дфлами аи 6, которые носять назван!е нижняго и верхняго 
предЪловъ интеграла; эти предфлы ставятся, обыкновенно, 
сверху и снизу знака интеграла (внизу ставится начальное 
значене х, т.-е. а, а вверху конечное его значене, т.-е. 65). 

Такимъ образомъ, равенство (2) представится такъ: 


5 
6) Ка) = аз). 
ЗамЪтивъ, что 4}(х)=4у=у’ах=}(х)4х, можемъ написать, что 
т ь ь ь | 
КЬ—Ка) = | аз) = | ау= (уаз = | (дае. 
Такимъ образомъ, интегралъь функщи у=/(х) выразится въ видЪ: 
ь 1 
| /(здаа= у) Ка) 
или же въ видЪ 


акз=К®)—Ка). 


*) Знакъ | представляетъ собой измВнен!е латинской буквы 5, началь- 
ной бунвБ., -слова зитта. 
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Отсюда заключаемъ, что интеграль отъ ди фференщала функц, 
при измтънеши независимой перемтьнной х непрерывно оть а до Ъ, 
равень разности значемй функщи при этихь предтьлалъ. 

Выражен!е, стоящее въ ЛФвой части равенства, называется 
опредъленнымь интеграломь отъ функщи [(1), взятымъ между 
границами- а и 6. 


Геометрическй смыслъ опредфленнаго интеграла. 


Уже въ древности, при опредфлен!и площади ипи объема, 
прибфгали къ слфдующему пр1ему: разсматриваемый образъ 
разлагали на части, которыя принимались настолько малыми, 
чтобы безъ особенной погршности можно было считать образъ 
ограниченнымъ прямыми лин!ями или плоскостями, и затмъ 
находили сумму всЪхъ этихъ частей. Такимъ пр1емомъ пользо- 
вался Архимедъ; онъ носилъь назван!е метода исчерпыванй. 

Интегральное исчислен!е обобщаетъ этотъ методъ и приводить 
его въ систему. 

Элементарная математика уже издавна прибфгаетъь къ такимъ 
пр!емамъ, хотя и не пользуется при этомъ ни именемъ, ни обо- 
значен!емъ интегральнаго исчисленйя. 

ЗдЪсь мы постараемся возможно кратко придать опредфлен- 
ному интегралу геометрическ1Й смыслъ. 

Возьмемъ, напр., функцю 
у=/(х) и положимъ, что она 
непрерывна въ пред$лахъ из- 
мЪнен!я независимой перем$н- 
ной х оть а доф. Пусть эта 
функц я геометрически изоб- 
ражается кривой АЁ. Поста- 

-2_ раемся отыскать величину 9 

площади, ограниченной частью 

Рис. 54. АЕ кривой, прямыми АА, 

и ЕЁ, и отрЪзкомъ А.Ё, оси х-овъ. Точка А кривой соотвЪт- 

ствуетъ значеню х=ОА.=а и значеню у=АА!; точка Е соот- 
вЪтствуеть значеню х=ОЕ, =, и значеню у=ЕЁ,*). 


А, В. С.Б 


*) СлЪдуеть помнить, что значен!е для у получается въ зависимости 
отъ значения х. 
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Раздфлимъ отрфзокъь А.Е‚,=6—а на п равныхъ частей и по- 
р—а | 
ложимъ, что ——-=Дл, послф чего черезъь точки дЪлен!я В, 

п 

С, Ру и т. д. проведемъ прямыя ВВ\, СС; ит. д., параллельныя 
оси у-овъ, а изъ точекъ А, В, С ит. д. прямыя, параллельныя 
оси 1-овЪъ. Тогда мы получимъ двЪ площади 9: и 9, составленныя 
изъ прямоугольниковъ, при чемъ площадь 9, будетъ полностью 
заключаться въ площади 5, а площадь 9. будеть содержать 
въ себЪ, какъ часть, площадь 9, такъ что 


5:>5>95,. 


Число прямоугольниковъ, изъ суммы площадей которыхъ со- 
стоять площади 9, и ©.,, будеть безпредЪльно увеличиваться 
по МЬрф увеличен!я числа п, т.-е. по мЬрф уменьшеня прира- 
щен!1я 4%. 

При этомъ услов!и, площадь каждаго отдфльнаго прямоуголь- 
ника будеть безконечно-малая величина, при чемъ суммы 5: и 5. 
площадей этихъ прямоугольниковъ будутъ неограниченно при- 
ближаться другъ къ другу, и ихь общимъ` предЪломъ будетъ 
площадь © искомой фигуры А.АЁЁ.. 

Замфтивъ, что отрфзки АА,, ББ,, СС, ит. д. представляють 
различныя значеня функщШи у въ зависимости отьъ значенйя 
независимой перемнной х, а также и то, что площадь каждаго 
прямоугольника выражается произведенйемъ соотв тствующаго 
значення у на приращен!е 4х, найдемъ, что 


пред. Ху. Ах=пред. У/(1). 45=5, 


т.-е., что площадь © есть предЪлъ суммы слагаемыхъ ‘площадей 
прямоугольниковъ, равныхъ у.Дт, ВЪ случаз, если число 
этихъ слагаемыхъ безпредЪльно увеличивается, а каждое сла- 
гаемое стремится къ нулю, при чемъ независимое перемЪнное х 
измЪняется непрерывно оть а до 06. 

Такой предфлъ, какъ мы уже видфли, выражается опредЪ- 


ь 
леннымъ интеграломъ вида \ у4х. Слфдовательно, 
& 


пред. Ху.Ах=пред. %/(1)4х= 8 = |. (ах. 
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Такимъ образомъ, опредфленный интеграль даннаго вида 
иметь геометрическое значен!е, какъ выражене площади, 
заключенной между кривой, осью х-овъ и значенями функщи у, 
равными крайнимъ ея предЪламъ. 


Поняте о неопредфленномъ интегралф. 


Пусть |. 1{(х)4х есть опредЪленный интегралъ оть функщи ][(2), 


непрерывной въ области значен!й хоть а до 6. Положимъ, что 
при постоянной нижней границ а этого интеграла верхняя. 
его граница $ становится числомъ перемфннымъ, измняющимся 
въ той области х, для которой (1) непрерывна. Тогда этой 
верхней перемЪфнной границей будеть сама перемфнная х, и 


на 
интегралъ приметъ видъ \ {(х)4х. Понятно, что величина его 
& 


теперь уже будетъ измфняться въ зависимости отъ того или 
иного значен!я х, иначе говоря, величина интеграла будетъ 
теперь нЪкоторой функщей оть х. Обозначая ее черезъ #Ё(х), 
‚можемъ написать, что 


Е(т) = |" зах. 


5х. 


выражаться величиной фуныйи Дт), стоящей подъ знакомъ 
интеграла, другими словами, производная отъ интеграла, раз- 
сматриваемаго, какъ функШя его верхней границы, равна ](1), 
въ которой перемфнная х замнена верхней границей интеграла. 
— Указанное свойство интеграла даеть возможность свести во- 
просъ о его вычислен!и къ нахожденю такой функщи 2Р(т), 
которой производная равнялась бы ][(х); эта-то функщЯя Е(т) 
и называется первообразной, функшя же ](х), стоящая подъ 
знакомъ интеграла, называется подъинтегральной функщей. 
СлЪдуеть замЪтить, что для одной и той же подъинтегральной 
функщи /(л) существуеть безчисленное множество первообраз- 
ныхъ, отличающихся другь оть друга на любое постоянное 
число, т.-е. на число, не зависящее отъ х.'Это происходить по-_ 


тому, что производная функщи Р(х)--С, гдЪ С любое постоянное 


Оказывается, что производная Е’(1) оть функши Е(2) будеть _ 
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число, такъ же, какъ и производная функщи Е(х) безъ всякаго С, 
будеть выражаться одной и той же величиной Е’(х)*). 
ВслЪдств1е такой неопредфленности числа С при отыскани 
, (х 
первообразной функЩи оть \ {(х)4х, этоть интегралъ принято 
& 


называть неопредтъленнымь и писать его безъ знаковъ предЪла, 
т.-е. въ видЪ 


\ зал Е(2)-- С. 


НЪкоторыя свойства неопредфленнаго интеграла. 


Изъ понятя о неопредфленномъ интеграл слЪдуеть: 


1. Такъ какъ | (х)ах=Е(х)--С, то, взявъ, производныя оть 
обЪихъ частей равенства, получимъ 


| Издаз |= Вас |= Ра); 


но, какъ мы уже говорили, производная Ё”"(х) отъ Р(1) выражается 
величиной подъинтегральной функщи /(х), поэтому 


| Изда |= (5х), а, слЪдовательно, (по формул 4у=у’ал2), 


а\ Кедаз=| | (зах 'ах= (аж, откуда видно, что знакъ 
дифференцирован!я уничтожаетъ знакъ интегрирования. 
2, Такъ какъ а(л)=}(х)4х, и такъ какъ \ 7 (х)ах=Нх)- С, 


то ) Ие=Ка-с 


откуда видно, что знакъ интегрирован!я уничтожаеть знакъ 
дифференцирован!я, но при этомъ вводить неопредфленное по- 
‘стоянное число С. : 

Изъ этихъ свойствъ интеграловъ слфдуетъ, что дифференциро- 
ване и интегрирован!е являются дЪйств!ями взаимно обратными, 
подобно, напр., умноженю и дфленю. 

Нахожден{е всевозможныхъ интеграловъ отъ разныхъ функщй 
составляеть основную задачу интегральнаго исчислен!я. 


*) Въ дифференц!альномъ исчислен!и доказывается, что производная отъ 
алгебраической суммы н%сколькихь функц!й равна алгебраической суммЪ 
производныхъ отъ каждаго слагаемаго, а также, что производная отъ по- 
стояннаго числа равна нулю. ВслЪдстве этого [7(х)-+С]’= Е (=) + (С)’=РЕ" (<). 

А. Ляминъ. Физ.-Мат. Хрест. Т. 11. 12 
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Понят!е о варащонномъ исчислении. 


Основнымъь поводомъ къ изобрфтеню вар!ащоннаго исчислен!я 
послужила извЪстная еще въ древности задача о нахожден!и такой 
сомкнутой лин!и даннаго периметра, которая бы ограничивала 
наибольшую площадь. ^ 

Читателю, который разо- 
брался въ предыдущемъ 
отдфлЪ, будетъь понятно, 
что эта задача можетъ быть 
сведена къ нахожденю 
такойфункщи у=}{ (2), при 
которой | Кх)ах, выража- 


ющй площадь фигуры, 
будеть наибольшимъ при 
опредфленной величинЪ 
периметра этой фигуры. 

На почвЪ ръЪшеня этой 
задачи въ связи съ общимъ 
учен!емь о нахожденйи 
наибольшихъ и наимень- 
шихъь значений функщй и 
возникло варйащонное ис- 
числен!е, основы котораго 
были изложены Лагран- 


Лагранжъ (1736—1813). жемъ и Эйлеромъ. 
Былъ проф. артиллер. школы въ Турин. Это исчислене имЪеть 
НаиболЪе замЪфчательны его труды: «Мёса- цфлью дать пр1емы нахо- 


п14уе апа1уйдие», о наибольшихъ и наи- кден1я наибольшихъ и 
меньшихъ величинахъ, о возвратныхъ ря- 


наименьшихъ значенй ин- 
дахъ, объ азартныхъ играхъ и мног1е др. 
- теграловъ, выражающих 


площадь, сводя весь вопросъ къ опредфлен!ю того вида функщй 
у=](х), при которомъ достигается искомая величина интеграла. 

Самое назван!е исчислен1я происходить отъ того, что мы, же- 
лая получить наибольшую или наименьшую величину интеграла, 
измЪняемъ (т.-е. вар1ируемъ) искомую функщю у различнымъ 
‘образомъ. 
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Въ послднее время пр!емы вар!ацюннаго исчисленйя были 
значительно усовершенствованы Гильбертомъ и Вейерштрассомъ. 


Исчислене конечныхъ разностей. 


Разнообразныя практическ1я приложен!я математики, обыкно- 
венно, не требуютъ очень большой точности. Какъ въ техникЪ 
или физическихъ наукахъ, такъ и въ болЪе точной астрономйи 
почти невозможно бываетъ, принимая за единицу измЪряемый 
объектъ, взять болЪе трехъ знаковъ въ десятичной части числа. 

Конечно, искусные экспериментаторы могутъ, посвятивъ дан- 
ному изслЪдованйю большой промежутокъ времени, достигнуть 
точности и въ 5 цифръ. Но точность, подобная этой, обыкновенно, 
достижима въ стЪнахъ астрономической обсерватор!и, гдЪ из- 
мЪрен1я отличаются, сравнительно съ другими, чрезвычайной 
простотой. Если взять среднее изъ ряда астрономическихъ на- 
блюден!й, то можно достигнуть даже точности въ 6 цифръ, но 
дальше этого и въ астрономии итти трудно. 

ВслЪдств!е этого, при различныхъ теоретическихъ вычисле- 
н1яхъ, можно ограничиваться опредЪленнымь приближешемъ, 
смотря по сущности разсматриваемаго вопроса. 

Для облегченя приближенныхъ вычислен]й составляють раз- 
личныя таблицы, которыя даютъь возможность вычислять съ из- 
вЪстной точностью опредфляемую величину. Къ такого рода 
таблицамъ относятся, напр., всевозможныя таблицы логариемовъ, 
приспособленныя къ извЪстной степени точности. 

Обыкновенно, всяк]я таблицы непрерывныхь функШЙ со- 
ставляются такъ, что въ нихьъ помфщаются значеня функшй, 
вычисленныя съ опредфленной точностью для ряда значен!й 
независимой перемЪнной черезъ опредЪленные промежутки. 

Если требуется вычислить значен!е функШи для н$котораго 
значен1я независимой перемфнной, имфющагося въ таблиц, 
то выписываютъ это значенНе изъ таблицы непосредственно; 
если же этого значения перем$нной въ таблицЪ нЪтъ, то при- 
бЪгаютъ къ такъ называемому интерполированлю, т.-е. находять 
промежуточное значен!е функщШи, лежащее между двумя рядомъ 
стоящими числами данной таблицы. 


12* 
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Каждому читателю сказанное будетъ вполнф понятно, если 
онъ вспомнить о способахъ линейнаго интерполированйя при 
логариемическихъ вычисленяхъ. 

Указанные вопросы о приближенномъ вычислеНМйи функщй 
привели къ создан1ю новой отрасли математики, называемой исчис- 
лешемь конечныхь разностей или теор1ей конечныхъ разностей. 

Эта теор1я иметь много общаго съ дифференшальнымъ и 
интегральнымъ исчислен1емъ и впервые была разработана Тэй- 
лоромъ въ его «Методи 1тстететюогит Чпесфа её туегза». 
Въ настоящее время однимъ изъ лучшихъ руководствъ на рус- 
скомъ языкЪ по этому вопросу является книга Маркова — «Исчи- 
слен!е конечныхъ разностей». | 

Теор!я конечныхъ разностей разсматриваетъ не безконечно- 
малыя, но конечныя приращен!1я независимаго перем$ннаго 
и функщи. 

Положимъ, что намъ дана функщя [(л) отъ независимаго 
перемЪннаго х. Дадимъ перемфннсму х н$Ъкоторое конечнсе 
приращен!е й; тогда разность 

Кг-®)—Ка) 
будетъь первой разностью функШи {х); ее обозначаютъь симво- 
ломъ ДКх) 

Очевидно, что разность 4}(5) будетъ также нЪкоторой функ- 
цей оть д. 

Давая далЪфе функци Д/Д) то же приращене йЙ и опредфляя 
разность, получимъ выражене 

АКз-) — АК), 
называемое второй разностью; ее обозначаютъ символомъ 4?/(х). 

Подобнымъ же образомъ опредфляются разности и болфе вы- 

сокихъ порядковъ: 
435) = 4х №) —4*Д 5) 
4% (х)==43Кх--й)— 43 (х) и т.д. 

Точно такъ же, разсматривая, какъ начальную, функцщю {(х-й) 
и давая перемЪнному конечное приращен!е й, будемъ, по преды- 
дущему, получать: 


4 Кг ®)= +2) — Ка в) 
42} т, )=4/(х--3ЗА)—АИх- 21) ит. д, 
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Возьмемъ примфръ. Пусть [(15)=18 и й=1. 
Давая х начальное значен!е О и располагая результаты вы- 
числен!я въ таблицф, будемъ имЪть: 


ыЕЕ д | 

о |-|-|-|Ы— 
11-1 -|- 

о |6] -|- 
[7-1 6|- 
в ||| 0 
[9|-| 86| -— 

9-2 || 18| — и 
[7-1 -|-— 

= |—|-|-|- 


| || 


Пользуясь такими разностями, устанавливають формулы, сход- 
ныя съ формулами дифференщальнаго исчислешя, и проводять 
аналогю между исчислещемъ конечныхъ разностей и анализомь 
безконечно-малыхъ. 

Такимъ образомъ получается теор1я, чрезвычайно удобная 
для приближенныхъь вычислений. 

КромЪ исчислен!я конечныхъ разностей, въ распоряжени 
вычислителей имЪфется цфлый рядъ механическихъ приборовъ 
для приближенныхъ вычислен!й. Таковы, напр., логариемическая 
линейки, представляющйя собой двузначную таблицу лога- 
риемовъ, планиметры, служаще для приближеннаго опредъ- 
лен!я площадей различныхь фигуръ, а также различные при- 
боры для рЬшен]я алгебраическихъ и дифференЧальныхъь урав- 
нен!й, всевозможные графичесце методы и т. п. 


Понят1е о рядахъ, 


Подъ числовымь рядомь разумЪють составленную по какому- 
либо закону послЪдовательность чиселъ 


ат, @о, аз, аа, @5,. . о Я 


какого угодно рода. Эти числа называють членами ряда. 

Рядъ называется безконечнымь, если законъ таковъ, что его 
можно примфнять неограниченно и находить члены, стояще 
какъ угодно далеко отъь начала ряда. 

Такой безконечный рядъ образуютъ, напр., натуральныя 
числа |, 2, 3, 4,... пи вообще члены какой-либо ариеметической 
или геометрической прогресми. 

Другимъь примЪфромъ можеть служить посл$довательность 
чиселъ 

- 1Р, 22, ЗР, 4Р,... ПР, 


въ которой показатель р можетъ быть произвольнымъ положитель- 
нымъ или отрицательнымъ числомъ. 

'Но встрфчаются и так!е числовые ряды, которые составлены 
по законамъ боле сложнымъ; таковъ, напр., рядъ послЪдо- 
вательныхъ приближенныхъ значенйй безконечной десятичной 
дроби и т. п. 

Безконечные ряды различаютьъ сходяидеся и расходяииеся. 

Сходящимся рядомъ, вообще говоря, называется безконечный 
рядъ, члены котораго постепенно убывають такимъ образомъ, 
что сумма ихъ стремится къ нфкоторому предфлу. Если же нЪть 
такого конечнаго числа, къ которому стремится сумма членовъ 


АНИ 
ЕЯ РАНЫ 


ща а в“ фе не РЫ Е 
„8 -— пион 
` Е 


- «- 
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безконечнаго ряда при увеличен!и числа слагаемыхъ членовъ, 


то рядъ называется расходящимся. 


ат .. . 
Рядъ 1; 5; 4; 8; 16°” представляющ!й собой геометрическую 


прогрессю, будетъ, напр., сходящимся рядомъ, и предЪлъ суммы 


его, при безконечно-большомъ числЪ членовъ, будеть равенъ 2. 


1111 
Но рядъ1; 5; 5; д; Е;-.. Не принадлежить къ числу сходящихся. 


Хотя члены его тоже убываютъ, но они убывають недостаточно 
быстро для того, чтобы при отыскан!и суммы членовъ этого ряда 
можно было, наконецъ, сказать, что «мы пренебрежемъ остаткомъ». 
ТЪ члены, которыми мы въ такомъ случаЪ пренебрегли бы, въ дЬй- 
ствительности превысять члены, сложенные нами, такъ какъ 
сумма безконечнаго числа членовъ этого ряда, какъ оказывается, 
будеть безконечно болышимъ числомъ. Рядъ этоть будеть рас- 
ходяиийся, несмотря на то, что каждый членъ этого ряда меньше 
ему предшествующаго члена. 

“Этотъ рядъ называется гармоническимь; онъ даетъ сер1ю гар- 
моническихь тоновъ въ музыкЪ. 

Если привести въ дрожан!е струну, то привычное ухо можеть 
услышать, кромЪ основного тона, время колебаня котораго при- 
мемъ за |, еще друг!е тона, время колебавйй которыхъ соста- 


111 
ВЛЯЮТЪ 2’ 35’ 4 и т. д. перваго тона. Эти вторичные тона назн- 


ваются гармоническими; поэтому и рядъ называется гармони- 
ческимь рядомъ. | 

Въ ариеметическомъ рядЪф (прогреси) члены получаются 
посредствомъ простого прибавленя; въ гармоническомъ рядЪъ 
такимъ образомъ получаются только ихъ знаменатели. 

Главный вопросъ, который обыкновенно разсматривается 
въ связи съ рядами, состоить въ оцЪнкЪ суммы ихъ членовъ. 
НаиболЪе важную роль играютъ сходящеся ряды, члены кото- 
рыхъ убываютъ, при чемъ сумма ихъ стремится къ нъкоторому 
предфлу. 

Въ противномъ случаЪ, для рядовъ расходящихся, мы должны 
знать, сколько членовъ требуется сложить. 

Другой вопросъ, который неизбЪжно возникаеть при разсмот- 
рфн!и рядовъ, въ особенности расходящихся или такихъ, члены 
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которыхъ возрастаютъ, состоитъ въ опредфлен!и значеня п-го 
члена. - 

Число рядовъ, ‘которые могуть быть подвергнуты разсмотрфн!ю, 
необычайно велико. Тема эта настолько обширна, что говорить 
о ней въ этой книг болЪе или менфе подробно нЪтъ никакой 
возможности. Достаточно будеть сказать, что, кромЪ простЪй- 
шихъ, хорошо всЪмъ извЪстныхъ рядовъ, на практикЪ встрЪ- 
чается еще много другихъ. 


Разсмотримъ здЪсь только одинъ особенный рядъ, въ которомъ 


нетрудно будеть разобраться читателю, если онъ достаточно 


усвоилъь себЪ поняте о производной и дифференщалЪ. На- 
пишемъ рядъ: 


2? 23 
т’ ——° —_—_° Ёэоо 
’1.2’ 1.2.3’ 
въ которомъь каждый членъ является производной послдую- 


0, 1, 


а а — = 


| и # ! 2 
щаго члена. ДЪйствительно, (1)’=0; (5)’=1; 5] =2и т. д. 


Такимъ образомъ рядъ 

2 23. 24 
” 1.2 1.291234. 
представляеть изъ себя такой рядъ, производныя членовъ кото- 
раго будуть составлять рядъ 


1; 


р. 8 
0; 1; 2: =. —_.... 

1.2 1.2.3 
т.-е. тотъ же самый рядъ, но при услови, что число чпленовъ 
его безконечно велико. 

Результать чрезвычайно любопытный! 

Этоть замЪчательный рядъ будеть сходящимся при х= 1; онъ 
будеть сходящимся даже тогда, когда х— 1, такъ какъ знамена- 
тели этого ряда растутъь чрезвычайно быстро; обыкновенно, бы- 
ваеть достаточно взять небольшое число членовъ для приблизи- 
тельнаго опредЪлен!я суммы этого ряда. 

Посмотримъ, какова сумма этого ряда при х=1. 

Будемъ имЪть: 


ЕН... 


о иж: Ре, 


х 
р 
$ 


: 
у 
) 
| 
} 
‚ 
[ 
} 
} 
‹ 


- -->^ —ж—_-—`--—к>^>—--.кЬцЙщЙЩЫ6—66Ь 
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Сумма этого ряда больше, чфмъ 2, и, очевидно, меньше, чЪмъ 3, 
такъ какъ предфлъ суммы ряда 


ОЕ +... 
равенъ тремъ. 
При желан!и значен!е этого ряда можеть быть вычислено 
съ любой ТОЧНОСТЬЮ, и оно при этомъ оказывается равнымъ 


2,71828... 


т.-е. замЪчательному числу, обыкновенно, обозначаемому бук- 


вой е (основане натуральныхъ логариемовъ). ОпредЪляя значеше. 
этого интереснаго ряда при х=2 и введя въ вычислен{е 10 или 
12 начальныхъ членовъ, мы получимъ число 7,389..., что равно её. 
Подобнымъ же образомъ для х=3 получимъ 20,09..., что равно 63. 


1 — 
Если положимъ 2—5, то получимъ число 1,6467..., что равно Уе. 
Отсюда можно пр ти къ заключен!ю, что рядъ 


2 23 ны 


х 
Е .. 
1.2 1.2.3 1.2.3.4 
есть не что иное, какъ =”. Это и есть на самомъ дЪлЬ; а потому 
рядъ этоть называется показательны.мь. 
Этоть рядъ обладаетъ свойствомъ, по которому 
х 
4 
ах 
Это легко провфрить посредствомъ дифференцирован1я каждаго 
члена этого ряда въ отдфльности; мы увидимъ, что вслфдстве 


этого процесса рядъ не мЪняется, а, просто, повторяется 
сначала. 


Наиболышя и наименьшя значеня 
функцти. 
(Махзиам и шшиоам функц.) 


Вопросъ объ отыскан!и наибольшихъ и наименьшихъ зна- 
чен!й функШЙ играеть весьма важную роль почти во всЪхъ 
практическихъ приложен1яхъ математики. НаиболЪе важной 
задачей практической жизни чеповЪка является, конечно, во- 
просъ о наивыгоднфйшемъ использован!и средствъ для дости- 
жен!я желаемой цЗли. 

Необходимыя для этого услов!я выводятся изъ разсмотрЪн!я 
даннаго вопроса съ математической точки зрЪн!я; въ зави- 
симости отъ свойствъ этого вопроса элементы заданйя связы- 
ваются между собой опредфленной математической формулой, 
послЪ чего эта формула подвергается соотвфтствующему изсл$- 
дован!ю, могущественнымъ орущемъ котораго служить произ- 
водная. Результаты изслфдован!я устанавливають тЪ значен!я 
для входящихъ въ разсмотрЪнйе величинъ, при которыхь 
разрьшен!е вопроса является наиболЪе выгоднымъ. 

Разсмотримъ здЪсь въ общихъ чертахъ идею объ отыскан]и 
наибольшихъь и наименьшихъ значенйй функшЙ, а также и 
приложен!е этой теор!и къ р-шеню практическихъ задачъ. 

Положимъ, что зависимость между перемЪфнными величи- 
нами х и у выражается уравнешемъ у=/(х); пусть это урав- 
нен!е графически выражается кривой МАВСМ (рис. 55). 

Эта кривая поднимается въ части МАВ до точки В, опускается 
въ части ВС до точки С и снова поднимается въ части СМ. 
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Изъ разсмотрЪн!я кривой видно, что при непрерывномъ 
изм5нен!и значенйй х оть О до а функщя у возрастаеть отъ 
значення ОМ до значенйя 6: 
пройдя черезъ значен!е 6, функ- В 
ця у начинаеть убывать отъ В 
до 6, въ то время, какъ неза- 
висимая перемЪнная х увели- 
чивается оть а до а.. й 

Такимъ образомъ, когда х 
получаеть значене а, функщя у 
достигаеть наибольшаго изъ 
всЪхъ значен!й, непосредственно Рис. 55. 
ему предшествующихь и послЪ- 
дующихъ. Въ этомъ случаф говорятъ, что функшя у при зна- 
чен!и х=а достигаеть своего наибольшаго значенйя или та- 
хипит’а. 

При х=а, функшя у достигаеть наименьшаго изъ всЪхъ 
значен!й, непосредственно ему предшествующихъ и послЪдую- 
щихъ. Въ этомъ случа говорятъ, что функщшя у, при зна- 
ченНни х=а,, достигаеть своего наименьшаго значевя или 
тиитит’а. | 

На график максимуму у соотвфтствуеть точка В, а мини- 
муму у— точка С. 

Изъ разсмотрфн!я чертежа видно, что пока х возрастаетъ 
оть О до а, функШя у также возрастаетъ, а потому при 
положительныхъь приращеняхъ % независимаго перемфннаго, 
функщя у получаеть также положительныя приращеня. При 
дальнфйшемъ возрастан!и х отъ а до а, функшя у убываетъ, 
а потому положительнымь приращен1ямъ независимаго пере- 
мфннаго х будуть соотвфтствовать отрицательныя приращен!я 
функщи у. Нетрудно понять, что переходъ отъ положитель- 
ныхъ приращенй функщи у къ отрицательнымъ приращенямъ 
при непрерывномь измтьнени самой функщи можеть произойти 
только черезъ значен!е нуль. Поэтому при достиженйи функ- 
щей тахипит’а (а также и тиитит’а), ея приращен!я 
становятся равными нулю. Ссотв$тствующее значенйе не- 
зависимой перемфнной, будучи подставлено въ выражеше 


`- 8. --7 
- - < -©® - 
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производной оть данной функщи, будеть обращать эту про- 


изводную въ нуль. 
Касательныя въ точкахъ В и С, соотвЪтствующ я макси- 


муму и минимуму. данной функщи у=/ (т), будуть параллельны 


оси х-овъ, такъ какъ тангенсъ угла наклонен!я касательной 


въ данной точкЪ кривой, выражая собой производную функ- 
ши, будеть равенъ нулю. | 
Убываеть или возрастёеть данная функщЯя у ={[(1) при воз- 
растан!и независимаго перемфннаго х въ данныхъ предфлахъ, 
можно судить по знаку производной этой функщи. 
Дъйствительно, взявъ производную оть данной функщи 
у=](2) и считая приращен!я 4 всегда положительными, изъ 


выражен!я . 


А — Чу 
Г) = пред. (=.) при 4х=0 


найдемъ, что знакъ производной будетъ зависЪфть исклю- 
чительно отъ знака приращен!я „у (такъ какъ Ах мы счи- 
таемь положительнымъ). Но „у при возрастани функщи 
будетъ положительно, а при убыванйи — отрицательно; отсюда 
слфдуеть, что знакъ производной, соотвфтствуя знаку Ду, 
будеть вполнф характеризовать измфнен!е самой функши при 
возрастанйи х въ данныхъ предфлахъ. 

Изъ сказаннаго не трудно заключить, что данная функЩя 
будеть имфть максимумь или минимумъ Только ВЪ ТОМЪ 
случаъ, если ея производная, обращаясь въ нуль, при но- 
слЪдующемъ возрастанйи х измфнить свой знакъ; одного обра- 
щен1я ‘производной въ нуль, такимъ образомъ, будетъ недо- 
статочно. 

Такъ, наприм$ръ, на рис. 55, въ части А кривой, соот- 
вътствующей н$фкоторому уравненю у={(х), касательная будетъ 
параллельна оси 0х; но за точкой А кривая снова подни- 
мается. СлЬдовательно, при значенйи х, соотвЪтствующемъ этой 
точкф кривой, функшя у={=л) не будеть имфть ни наиболь- 
шаго, ни наименьшаго значенйй, такъ какъ знакъ производной 
не измфнится посл того, какъ величина х пройдетъ черезъ 
значен!е, соотвЪтствующее точкЪ А. 
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ЗдЪсь слъдуеть сдфлать одно важное замфчан1е. Если функШя, при 
нЪкоторомъ значен!и независимаго перем ннаго достигаетъ максимума или 
минимума, то-изъ этого вовсе не слФдуетъ, 
что, при дальнфйшемъ возрастан]и незави- 
симаго перемфннаго, функшя не получитъ 
еще большихъ значенй. Въ зависимости 
отъ степени уравнений, связывающихъ ьежду 
собой перемЪнныя величины, функщшя мо- 
жеть имЪфть какъ н$сколько различныхъ 
максимумовъ, такъ и нЪсколько различныхъ 
минимумовъ Это и можно видЪть на гра- Рис. 56. 
фикЪ рис. 56. 

Какъ мы уже говорили, при достижении функщей макси- 
мума или минимума, ея производная будетъ равна нулю. 

Отсюда слфдуеть, что для опредфлен!я тЪхъ значенйй неза- 
висимаго перемфннаго, при которыхъ данная функщя дости- 
гаетъь своего максимума или минимума, надо найти производную 
оть данной функщи, приравнять ее нулю и полученное такимъ 
образомъ уравненйе рЪшить относительно х. 

Но этого мало; опредфливъ соотвЪтствующ]я значеня для х, 
необходимо еще рЪфшить вопросъ, как я изъ нихъ будуть 
соотвфтствовать наибольшему значеню функщШи и каюя 
наименьшему. 

Положимъ, что при рьшен!и уравнен!я /(2)=0 получено для х 
только одно значен!е, а именно 1-0. Чтобы отв$тить на 
вопросъ, соотвЪтствуеть ли это значен!е максимуму или мини- 
муму функши у={х), изслЪдуютъ, кавя значен]я получаетъ 
производная }(5) при <, близкомъ къ значеню а. Если 
при 2<а, {(2)>0, а при х>а, }(2)<0, то прих=а функ- 
ця 49 будеть имфть максимумъ. Если же при х>а, {(х)>0, 
а при х<а, {(2)<0, то функшя у будеть имфть минимумъ. 
Если же при значев@яхъ х, какъ большихъ @, такъ и мень- 
шихъ о, производная (2) не мфняетъ знака, то функшя у не 
будетъь имЪфть ни максимума, ни минимума. 

Обыкновенно же при изслфдован!и разобраннаго вопроса 
въ теор!и о наибольшихъ и наименьшихъ значемяхъ функц 
поступаютъ нЪфсколько иначе, а именно, разсматривая, какъ 
измъняется производная } (1) для значенйЙ х, близкихъ къ ТЬМЪ, 
которыя соотвЪтствують максимуму или минимуму функий, 
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употребляютъ ТЬ же пр!емы изслфдованя, какъ и для всякой 
другой функщи. 

Такъ какъ производная у’=}(х) является также НЪкоторой 
функщей оть х, то беруть производную оть этой производной 
и по ея знаку опредфляють, на основан!и ранфе сказаннаго, 
представляеть ли функШя. у={х) максимумъ или минимумъ, 
или ни того, ни другого при данныхъ значеняхъ х. 

Производная оть производной у=](1) отыскивается по об- 


/ 


щимъ правилемъ; найденное выражене 


называется вто- 


рой производной отъ первоначальной функши у=Кл) и обозна- 
чается символомь У’ или }”’(1). Такимь же образомъ можно, 
очевидно, получить третью, четвертую и т. д. производныя оть 
данной функщи. 

Мы видЪли, что если функщя у=}(х) при нЪкоторомъ значен!и 
1=0 имъетъ максимумъ, то она, проходя черезь это значеше, 
МЪняеть знакъ -| на —, т.-е. уменьшается; если же эта функщя 
имЪеть минимумъ, то она, проходя черезъ это значене, мБняетъ 
знакъ — на --, т.-е. увеличивается. Поэтому важно только 
знать, въ какую сторону происходить перемЪна знака про- 
изводной (=) при 1=4. Этоть-то вопросъ и рЬшается наблю- 
ден!емъ знака второй производной } (1) при подстановкЪ въ нее 
значеня 1=0. Если }’(2)>>0, то функШя у=/т) при 5=а 
имфеть максимумъ, если же (1) >0, то — минимумъ. 

Но можетъ случиться, что при опредЪфлен!и знака второй производной 
мы придемъ не къ неравенствамъ }’л) 0, а нь равенству }"(х) =0. 

Въ этомъ случаф отыскиваютъ третью, четвертую и т.д. производныя, и 
подставляютъ въ нихъ соотв тствующее значен!е х, найденное изъ урав- 
нен1я (5) =0; если первая изъ этихъ производныхъ, которая не обращается 
въ нуль, будетъ четнаго порядка (т.-е. четвертая, шестая и т. д.), то, при 
отрицательномъ знакЪ этой производной данная функц!я будетъ имфть макси- 
мумъ, а при положительномъ — минимумъ. Если первая изъ производныхъ, 
которая обратится въ нуль, будетъ нечетнаго порядка, то при данномъ 


значенНйи х функшя не будеть имфть ни наибольшаго, ни наименьшаго 
значен1я. 


ПримБнимъ теперь извЪстныя намъ свЪдЪФн|я о наибольшихь 
и наименьшихъ значешяхъ функщЙ къ рЬшен!ю слЬдующихъ 
задачъ. 
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1. Какова должна быть длина сторонъ прямоугольника 
съ даннымь периметромь 2р для того, чтобы его площадь 
была наибольшей. | 

Обозначимъ основан!е треугольника черезъ х; тогда высота 
выразится въ вид р—х, а площадь 

5=ж(р--х)=рх— я. 

Ясно, что, измфняя основан!е х оть О до р, мы будемъ 
получать всевозможные прямоугольники съ даннымъ перимет- 
ромъ; одинъ изъ нихь будеть имфть наибольшую площадь. 
Чтобы опредфлить, какой величинЪ основан1я будеть соотвЪтство- 
вать эта площадь, находимъ производную оть $={1)=рт—47. 

Въ дифференщальномъ исчисленйи доказывается, что произ- 
водная разности двухъ количествъ равна разности производныхъ 
этихъ количествъ, а потому 

== (ра) = (ра) — (2) =р—25. 
Данная производная 5’=р—2х обращается въ нуль при 


=5, переходя при этомъ отъ положительнаго значешя къ отри- 

цательному. ВслЪдств!е этого наиболышее значен!е площадь 5 
Р 

получить при 2—5, т.е. когда прямоугольникъ обратится 


въ квадратъ. 
2. Изъь прямоугольнаго желтьзнаго листа со сторонами а 
и Ь требуется приготовить прямоугольную коробку наибольшей 
вмъстимости, выртьзавь по угламъ листа квадраты и согнув 
оставшуюся часть листа по пунктирнымь линмямъ. Какой 
величины слъдуеть выбрать для этой цтьли стороны квад- 
ратовь (высоту коробки)? 
Пусть х будеть длина .. ах. 
стороны квадрата, а И—` т. --- т. 
объемъ коробки. Изъ усло- 
вй задачи будемъ имЪть: 
И= (а—25)(6—25)х =42'— 
—242(а-- 6) + абх. —Взявъ 
производную, найдемъ У’= 
—=125—4ж(а-- В) + аб. 
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Чтобы У имфло тахипит, надо приравнять первую произ- 
водную нулю и опредфлить соотвЪтствующёя значен!я для д. 
Ршая уравнен!е 127—4(а--)х--аф=0, будемь имфль: 


а-Рь--И а*—а р? а-+ 6 —Уа?—б--Ь?.. 
в И 7. — 6 


ДалЪе, взявъ вторую производную, изслЬдуемъ, который 
изъ корней будеть соотвфтствовать максимуму объема У. 

Подставляя въ выражене У”=24х—4(а--Ъ) вмъсто х каждый 
изъ корней 1, и х., найдемъ, что отрицательное значене У” 
получимъ оть подстановки 1,. ПослЪ подстановки’ вторёя 
производная получаетъ видъ: —4Иа*—а_Ъ--ф?. 

Сл$довательно, наибольш!й объемъ коробки будеть при 
значенв!и 1, равномъ х,. 


Поняте о дифферентальныхъ 
уравненляхъ*). 


Дифференшальнымъ уравнен1емъ называется уравнен!е, со- 


‚ держащее производныя функщи или дифференцщалы перемфнныхъ. 


ДифференШальныя уравнен1я раздфляются на уравнен!я 
перваго порядка, второго, третьяго и т. д., смотря по тому, 
какого порядка наивысшая изъ входящихь въ уравнен!е 
производныхъ. Если обозначить производную перваго по- 


а 
рядка -. черезъ у’, второго — черезь у’ и т. д., то уравне- 
Ня . 


не ху’ лху—у=0 будеть второго, а уравненше у”’-—у”-- 
З+у’—у=0 —третьяго порядка ит. д. 

`Р-шить дифференщальное уравнен!е — значить найти такое 
выражен1е функши черезъь независимое перемфнное, которое, 
будучи подставлено въ уравнен{е, обращаеть его въ тож- 
дество. 

Такъ, напримЪръ, дифференшальному уравнен!ю 


ау 
х— —ту=о0 
ах 
удовлетворяетъь значен!е у=х”; дЪйствительно, такъ какъ 


ау ау 
=. = "=тл”— то, подставивъ вмЪсто я. выражен!е тх” *, 
и и, 


а вмЪсто у его’ значен!е х”, получимъ тождество тах”-тл”т=0. 
*) Заимствовано съ сокращен1ями изъ книги Лоренца— «Элементы высшей. 
математики», въ переводЪ и съ дополнен!ями В. П. Шереметевскаго. 
А. Ляминъ. Физ.-Мат. Хрест. Т. ИП. 13 
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Иначе говоря, рЬшить данное дифференц!альное уравнен!е — 
значить найти такое уравнен!е между  перемфнными х иу 
(такъ называемое интегральное уравнеше), которое, послЪ его 
дифференцирован!я, приводить къ данному уравненю. 

Дифференцальное уравнен!е является наиболЪе общимъ 
поняЧемъ анализа безконечно-малыхъь (въ его приложенйи 


къ функщямъ одного независимаго перемЪннаго); устанавливая 


извфстное соотношен!е между двумя перемЪнными величинами 
и ихъ безконечно-малыми элементами, дифференщальное урав- 
ненйе даеть болЪфе общее выражен!е зависимости одной пере- 
мФнной оть другой, чфмъ не содержащее длифференцщаловъ 
конечное уравнен!е, связующее т же перемфнныя. Это по- 
слЪднее выражаетъ всегда вполнф опредфленное индивидуальное 
соотношен1е между ними. 

Послфдовательнымъ дифференцирован1емъ даннаго конечнаго 
уравненНя мы можемъ исключить изъ него столько постоян- 
ныхъ, сколько разъ повторимъ дифференцирован!е. Каждое 
изъ полученныхъь при этомъ дифференшальныхъ уравнен!й 
выражаетъ зависимость между тЪми же перемфнными, какъ и 
первоначальное конечное уравнен!е, но только въ болЪфе 
общемъ видЪ, такъ какъ, по мЬрЪ исключен!я постоянныхъ, 
все большее число ихъ будеть представлять величины неопре- 
дфленныя, которымъ можно дать любое значене. ЧЪфмъ выше 
порядокъ дифференщальнаго уравнен1я, тьмъ меныше постоян- 
ныхъ оно содержитъь и тЬмъ боле общШ характеръ прини- 
маеть аналитическое выражен!е вопроса. 

Дифференщальное уравнен!е даетъ аналитическое выражен!е 
лишь главныхъ, основныхъ услов]й вопроса и охватываетъ не 
одно, а цфлую группу болфе или менфе однородныхъ явленйй. 

Въ силу той широкой неопредфленности, той свободы 
выбора частныхъ значен!й постоянныхъ, которую дифферен- 
цальное уравненйе какого-нибудь процесса оставляетъь въ рас- 
поряжен!и изслЪдователя; оно является главнымъ оруд1емъ 
въ его рукахъ, когда приходится для объяснен!я основныхъ 
причинъ явлен!1я строить лишь въ общихъ чертахъ гипотезу, 
быть можеть временную, чтобы потомъ придать ей ту или 
иную частную черту, указанную экспериментальной провЪркой. 


ен о р щи 


ак. 26: ан КИ 
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Изумительное богатство содержания, сконденсированнаго 
въ небольшой группф обозначен!й, представляющихъ въ видь 
одного дифференщальнаго уравнен!я законъ непрерывнаго 
измЪънен!я самыхъ разнообразныхъ величинъ, сближающихъ 
явлен!я самыя разнородныя, обусловливается не только тЪмъ, 
что чЪмъ отвлеченнфе выводъ, тЬмъ большую область кон- 
кретныхъ соотношенй онъ обнимаетъ, но и характерными 
отлич ями собственно анализа безконечно-малыхъ. Такъ, напри- 
МЪръ, одно дифференщальное уравнен!е даеть касательныя 
ко встъмь кривымъ, одно уравнеше выражаетъ математический 
законъ всякаго движен]я: разбивая кривую на прямолинейные 
элементы, неравномЪрное, криволинейное движенйе на элемен- 
тарныя равномЪфрныя и прямолинейныя, анализъ безконечно- 
малыхъ выражаеть соотношен!я этихъ всегда однородныхъ 
элементовь дифференцальнымь уравнен!емъ, не зависящимъ 
оть частныхъ свойствъ той или иной кривой, того или иного 
явлен1я. 

Такимъ образомъ, анализъ безконечно-малыхъ становится неиз- 
6бЪжнымь условемъ для осуществленй!я «великой основной 
идеи» Декарта, — идеи универсальной математики, долженствую- 
- щей охватить весь м!ръ явлен]й связующими нитями математи- 
ческихь формулъ. 


2 =4х”). 


Вфроятно, многимъ изъ читателей знакомо уравнене 2’=4х, 
одинъ изъ корней котораго (х=4) очевиденъ. Быть-можеть, 
даже мног!е потратили на рЪшен!е этого уравнен1я достаточ- 
ное количество времени, при чемъ попытки ихъ не увфнчались. 
успЪхомЪ. 

Д%ло въ томъ, что это уравнен!е — трансцендентное и нераз- 
рЪшимо элементарно. 

СвъЪдФН!я предыдущихъ отдфловъ даютъ намъ возможность 
разобраться въ ръшен!и этого уравнен1я, но было бы ошибкой’ 
думать, что на основанйи этихъ свЪДЪЫй уравненйе можеть. 
быть разрЪшено просто. Подобныя предположен!я не будуть 
вЪрны. Вфрно будетъ то, что мы сможемъ разсмотрЪть природу 
даннаго уравнен!я, выяснить число допускаемыхъ рЪшенйй, 
а также и вообще методъ, который примфняется при р-шени 
трансцендентныхъ уравненйй. 

Возьмемъ интересующее насъ уравнене 2*=4х и, раздфливъ. 
обЪ его части на 1 2, прологариемируемъ полученное равенство. 
Будемъ имЪть: 


х 


РТ, 2—8 182—104 1682—1618 2 
2 162 2:8 81852—18 8 8:8 
или д122=124—1е 1$ 2-18 2 1212, 
4 
ИЛИ гв ( 145 ) ве; 
4 
откуда 122—12(х1е 2)=12 ( 2 , 


*) Рьшен!е этого уравнен!я заимствовано съ измЪнен!ями изъ сообщен!я 
1. И. Чистякова, сдЪланнаго въ Моск. Матем. КружкЪ 18 марта 1911 г. и 
напечатаннаго вь № 534 «ВЪотника Опытной Физики и Элементарной 
Математики». 
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Обозначимъ далЪ$е 1122 черезъ д; тогда 


4 
в (25 


4 4 - 
. ——_— —- ——_— — я — 7 — ‚123 . 
Но № (=) ]е (зав) 0,60206 — 1,47861 = 1 45 
‚ поэтому | 

5— 18 =1,12345. (1) 


Для того, чтобы выяснить себЪ природу полученнаго уравне- 
ния (1), изслЪдуемъ измънене функщши у==—19 2, при изм$неши 
перемЪннаго д. 

Давая 2 различныя значен!я, мы каждый разъ будемъ получать 
соотвЪтствующёя значенйя для |5 и для у. 

Будемъ имЪть слЪдующую таблицу: 


| 
8=0 2=0,1 5==0,2 8=1|... 2==10 
1е2=—<о 185=—1 | |82=1,30101| 182=0|...| 182= 1 


Изъ разсмотрЪн!я этой таблицы видимъ, что при увеличенйи х 
функшя у сначала убываеть оть {+ до н$5котораго значеня, 
меньшаго |, а потомъ снова начинаетъ возрастать. Графически 
разсматриваемая функшя можеть 
быть представлена кривой, изоб- 
раженной на рис.58, гдЪ отр$зокъ 
ОО принять за единицу мфры. 

Для точнаго опредфленя хода 
‘измфнен!я функщи у опредфлимъ 
ея минимумъ (то-есть ординату 
ММ). Взявъ отъ разсматриваемой 
функщШи производную, на осно- 
ван1и соотвЪтствующихъ - фор-- 
мулъ дифференщальнаго исчис- 


лення, получимъ: у’=1—-—>, 


Рис. 58. 


ГДЪ е — основанНйе натуральныхъ логариемовъ. 
Изъ разсмотрЪн1я производной видно, что функШя дЪйстви- 
тельно убываеть, пока 2<1ее, достигаетъ шшипит’а при 
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2=1ее=0,43429, и возрастаетъ при 2<1е. СлЪдовательно, мини- 
мумъ функщШи опредфлимъ, подставивъ въ уравненйе у=:—1 = 
значен!е 2=:|;е; получимъ: 


1ее—1е 12е—=0,79651. =—. 


Отсюда видимъ, что данное ур-1е 2—1 2=1,12345, въ кото- 
ромъ значенйе у, равное 1,12345, больше минимума у, будетъ. 
имЪть два ръшеная. 

Уяснивъ себЪ отчетливо’ характеръ измЪнен!я функши у, 
опредЪфлимъ значен!я 2, соотвЪтствующ!я значеню у==1,12345, 
по логариемическимъ таблицамъ. Для этого мы должны найти 
въ таблицахъ такое число 5 и соотвЪтствующИЙ ему логариемъ, 
чтобы разность ихъ была съ достаточной степенью точности 
равна 1,12345. На чертежЪ, отложивъ по оси у-овьъ ОК=1,12, 
и проведя параллель оси х-овъ, опредфлимъ точки А и В, 
которымъ будуть соотвЪтствовать искомыя значен!я для $ 
(т.-е. ОА, и ОБ). 

Зная, въ какомъ МЪстЪ логариемическихъ таблицъ слдуеть 
искать значен!я д (а это видно, напр., изъ чертежа), послЪ ряда. 
испытан1й, найдемъ корни: 


2. =1,20412 и 2,-=0,09339. 


2 
ЗамЪтивъ, что х=-—, далфе легко опредфлимъ и значен!я 


122 
для х. Получимъ: 
7. 


=\ 


Основные моменты въ истори развитя 
ученя объ алгебраическомъ рфшенш 
уравнений ”). 


Въ краткомъ очеркЪ изъ истор!и алгебры читатель могъ уже 
прослЗдить главные моменты въ истор!и учен!я о рьшен!и урав- 
нен!й первой и второй степени, теор1я которыхъ была достаточно 
выяснена къ началу эпохи Возрожден!я. 

Но помимо этихъ вопросовъ въ древности было извЪстно много 
знаменитыхъ задачъ, каковы, напр., задача объ удвоен!и куба, 
о трисекщи угла, задача Архимеда о раздфлен!и шара плоско- 
стью на двЪ части такъ, чтобы объемы этихъ частей находились 
между собой въ данномъ отношени и т. п. 

ВсЪ так! я задачи не могли быть разрЪшены геометрически при 
помощи циркуля и линейки и приводили, выражаясь по-современ- 
ному, къ уравненямъ высшихъ степеней. 

Такимъ образомъ математикамъ ХУ] вЪка древность завфщала 
очень немного, и теор1я уравнен!й начала развиваться только 
съ этого времени. Первый значительный шагъ въ этомъ напра- 
влен!и былъ сдфланъ итальянцами; онъ заключался въ алгебраиче- 
скомъ рЪшенши уравненйя третьей степени; первое удачное 
изслЪдован!е этого вопроса было произведено болонскимъ про- 
фессоромъ Сцишо Ферро, а вслфдъ за нимъ Тартащей. 


*) При составлен!и этого очерха матер!аломъ спужила «Энциклопед4я 
элементарной математики» Вебера и Вельштейна. 
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УспЪхи, достигнутые въ ршен1и уравнен!йй третьей степени, 
побудили математиковъ искать съ необычайнымъ усердемъ рЪше- 
н1я уравнен!й высшихъ степеней. ЗдЪсь наибольшая удача вы- 
пала на долю ученика Кардана — Феррари, который открылъ 
ръшенйе уравнен!я 4-й степени. ВслЪдъ за этимъ Еетъ, пред- 
шественникъ современной алгебры, приложил —къ ръшен!ю 
уравнен!й принципь приведеня и этимъ достигь необычайнаго 
для того времени однообраз!я въ изложеши. 

Съ этого времени дальнфйшее развите учен!я объ алгебраиче- 
скихъ уравнен!яхъ все болЪе и болЪе расчленяется на двЪ раз- 
личныхъ ВЪТВИ. 

Первая имфетъ своею цфлью дать способы вычислить съ лю- 
бымъь приближенйемъ численное значенйе корней уравненя, 
коэффищенты котораго численно заданы; для практическаго 
прим$нен!я алгебры эта сторона дла имЪетъ наиболЪе важное 
значен1е. 

Вторая же, имфющая болЪе теоретическое значене, относится 
къ алгебраическимъ законамъ, выражающимъ зависимость кор- 
ней уравнен!я оть коэффищентовъ. | 

Совершенно естественно, что успЪхъ, достигнутый при ршен1и 
уравнен!й третьей и четвертой степени, постоянно побуждалъ 
математиковъ искать разрфшен!я уравненйй болЪфе высокихъь 
степеней и, прежде всего, уравненйй пятой степени; задача за- 
ключалась, конечно, въ томъ, чтобы привести р-шен!е уравнен!я 
къ радикаламъ. 

Новый толчокъ къ изслфдован!ю алгебраическихъ уравнен!й 
даль обширный мемуаръ Лагранжа, помфщенный въ Трудахъ 
Берлинской Академ!и за 1770—1771 годъ. ЗдЪсь прежде всего 
сопоставляются методы, которые служатъ для рЪшен!я уравнен!я 
3-й и 4-й степени и къ которымъ привели изслЪдован1я Эйлера, 
Безу и Варинга, и оцфнивается внутреннее значене этихъ мето- 
довъ. Авторъ обобщаетъ ихъ и показываетъ, почему они непри- 
мЪнимы къ уравнен!ямъ болЪе высокихъ степеней. 

Въ виду продолжительныхъ и многочисленныхъ безплодныхъ 
попытокъ найти рЪфшен!йе уравнен1я 5-й степени, становилось 
все болЪе и болЪе сомнительнымъ, можетъ пи эта задача вообще 
быть разрЪшена и правильно ли поставленъ вопросъ. 


С о Е ыы ог. 


поешь АК а титаны Де чит анмль трон ыы ие .й. 


ны я 
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Уже Гауссъ, въ своей докторской диссертаци, въ первый разъ 
даетъ доказательство существован!я корня алгебраическаго урав- 
нен1я и высказывается по этому поводу очень опредЪленно. Онъ 
говорить, что нФть никакого основан!я допускать возможность 
ръшен1я уравненйй высшихъ степеней въ темъ вид, какъ его 
до сихь поръ понимали, т.-е. приведенемъ уравнен1я къ ряду 
двучленныхъ уравнен!й, и что | 
двучленныя уравнен1я отли- 
чаются отъ остальныхъ только 
большей легкостью ихъ чис- 
леннаго разрфшен!я. Подоб- 
ныя сомнЪы!я относительно 
возможности разрЪшить урав- 
нен1я степени выше 4-й въ ра- 
дикалахъ породили попытки 
доказать, что подобныя урав- 
нен!я въ общемъ вид алге- 
браически неразрЪшимы. 

Въ Итати врачъ Руффини 
(въ 1799 году) опубликовалъ 
доказательство невозможности 
рЪшен!я уравненйй 5-й сте- 
пени въ радикалахъ, но его со- 
отечественникьъ Мальфатти 
объявилъ эти доказательства 
неубЪдительными и оспари- 
валъ полученные результаты. 

Въ этомь же направлен]и Леонардъ Эйлеръ. 

(Род. въ 1707 г. въ БазелЪ, ум. въ 1783 г. 
далЪе работали Коши и Абель въ С.-Пб.) 
(1802—1829); благодаря тру- 
дамъ послЪдняго алгебра сдЪлала значительный шагь впередъ. 

Абель началъ свои научныя изслЪдованйя съ рЪшен!я уравне- 
н|я 5-й степени, которое, какъ ему казалось, онъ нашелъ. Это, 
конечно, было заблужден1е, въ чемъ онъ скоро самъ убЪдился; 
‚но это заблужден1е имЪло ту хорошую сторону, что обратило на 
него вниман!е норвежскихъ математиковъ и обезпечило ему ихъ 
поддержку. Руководящую роль по отношен!ю къ Абелю сыгралъ 
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Дегенъ изъ Копенгагена, указавш!й ему область, въ которой мо- 
лодой ученый вскорф сдфлалъ велик!я открыт!я; этой обастью. 
была теор!я эплиптическихь функшй. Но и алгебры Абель не 
терялъ изъ виду, поставивъ своей. цфлью р-фшить, возможно ли 
вообще рЪшен!е уравнен!я 5-й степени. Не имЪя никакихь 
СВЪДЪНЙ 0 работахъ Руффини, онъ далъ первое полное доказа- 
тельство невозможности. Но, будучи далекъ оть мысли, что этимъ 
задача исчерпывается, онъ ставить вопросъ о-характерф всфхъ 
спецальныхъ уравненйй выс- 
шихь степеней, допускающихъ 
алгебраическое рЪшен!е. 
Такимъ путемъ Абель откры- 
ваетъ большой классъ алгебраи- 
ческихъ уравненй, которыя раз- 
рьшаются въ радикалахъ и, по- 
мимо того, обладають рядомъ 
замЪчательныхъ свойствъ. Эти 
уравнен1я сохранили за собой 
назван{е «Абелевыхъ уравнен!й». 
Абель ставить себЪ и болЪе 
общую задачу, а именно, найти 
всЪ уравнен1я опредЪленной сте- 
пени, которыя допускають алгеб- 
раическое рЪшен!е, а также 
рЪшить, допускаетъ ли заданное 


Нъмець!й математикъ уравнен!е алгебраическое рЪше- 
Карлъ Вейерштрассъ н!е или нЪтъ. Въ незаконченной 
(1816—1897). 


работЪ, опубликованной лишь 
много лЪть спустя послЪ смерти Абеля, сохранились важныя 
предложен!я, послуживи!я исходнымъ пунктсмъ для дальнЪй- 
шихъь изслЪдованЙ въ этой области. 

Не маловажныхъ результатовъ въ изслфдованйи уравненйй 
высшихъ степеней достигь Галуа (1811—1832), начавцИЙ зани- 
маться глубокими вопросами алгебры съ 16-ЛЪтняго возраста 
и безвременно погибиИй на дуэли, не достигши даже до 21 года. 

Галуа удалось найти услов!я, при которыхъ уравненйе про- 
стой степени разрЪшается въ радикалахъ. Услов1е это въ его 
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формулировкЪ сводилось къ тому, чтобы всЪ корни уравнен!я 
выражались рацщонально черезъ два изъ нихъ. Но онъ вмЪсть, 
съ ТЬМЪ разбиралъ и друге 
вопросы, напр. вопросъ 
о томъ, при какихъ усло- 
вяхъ уравненйе можеть 
быть приведено къ урав- 
нен!ю болЪе низкой степени 
ит. п. 

Эти изслЪдован!я одина- 
ково относятся какъ къ чис- 
ламъ, такъ и къ алгебраиче- 
скимъ функщямъ, теор!я 
которыхъ въ рукахъ Ри- 
мана и Вейеритрасса по- 
стигла высокой степени раз- 
вия. 

Что же касается до тео- 
р1и алгебраическихъ чи- 
селъ, то задачи, сюда от- 
носящ]1яся, въ сущности 
только еще поставлены и 
ждуть своего разрЪшен!я; 


съ этими задачами осо- Н%Ъмецк!й математикъ 
бенно связано имя Кроне- Леопольдъ Кроненеръ 


Ближайшая цфль заклю- 
чается въ томъ, чтобы изучить свойства спеальныхъ категорий 
алгебраическихъ чиселъ; изслЪдователю открываются здЪсь ши- 
роке горизонты для дальнфйшихь изысканй. 


м. 


Поняте о теорли группъ. 


Въ очеркЪ изъ истор!и развит!я учен!я объ алгебраическихъ 
уравненяхъ мы видфли, что былъ моментъ, когда математики. 
усиленно добивались найти алгебраическое рьшене уравнен!й 
высшихъ степеней и прежде всего 5-ой степени. При этомъ сл$- 


Норвежск!йЙ математикъ 
Абель (1872—1829). 


дуетъ замЪтить, что подъ алге- 
браическимъ рЪшенемъ урав- 
немя понимають рЪшен!е, 
при которомъ корень уравне- 
шя получается путемъ произ- 
водства надъ коэффищентами 
даннаго уравненя конечнаго 
числа дЪйств!й сложеня, вы- 


читаня, умножен!я, дЪленя, 


возведен1я въ степень и извле- 
чення корня; такъ какъ при 
рьшенйи всякаго уравненя 
степени выше первой при- 
ходится пользоваться ДЪЙ- 
ствемъ извлечен1я корня, то 
обыкновенно говорятъ, что 
въ этомъ случаЪ уравнене рЪ- 
шается въ радикалахъ. 
Какъ уже извЪстно, пс- 


пытки ршить въ радикалахъ уравнен!я степени выше 4-ой не 
увнчались успЪхомъ; онЪ были совершенно прекращены Абелемъ, 
который далъ строгое доказательство невозможности рЪшен!я 
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въ радикалахъ общихъ уравнен!й высшихъ степеней, начиная 
съ 5-ой. 

’Абель показалъ, что общаго способа для рьшешШя уравнен!й 
высшихъ степеней съ буквенными коэффищентами не существуетьъ. 
Но изъ этого, конечно, не слБдуетъ, что не существуеть, напри- 
мЪръ, уравненйй 5-ой степени съ числовыми коэффищентами, 
которыя можно рЪшить въ радикалахъ. Так!я уравненйя есть, 
какъ 5-ой, такъ и высшихъ степеней, но нфтъ только общихъ 
формулъ для ихъ рЪшения. 

Несмотря на то, что попытки рЪшить уравнен!я высшихъ 
степеней въ радикалахъ не увфнчались успЪхомъ, онЪ оказались. 
благотворными въ другомъ направлен!и; отыскайемъ этихъ 
рьшенй было положено начало важныхъ отраслей матема- 
тики — теор1и группъ-перестановокъ, которая играетъ боль- 
шую роль въ современной алгебрЪ; она помогаетъ въ отыскан!и 
такихъ функщЙ отъ корней уравнен!я, которыя при возможныхъ 
перестановкахъ этихъ корней, получили бы опредЪленное число 
различныхъ значен!йй и удовлетворяли бы уравнен!ю, степень. 
котораго зависитъ отъ числа этихъ значений. 

Положимъ,‚ что мы имЪемъ п элементовъ, при чемъ эти элементы 
могутъ быть какими угодно предметами, числами, формулами, 
въ частности корнями уравнен!я и т. п. 

Положимъ далфе, что изъ н$Фкоторой перестановки 


Е=1,2,3,4,5,..., п, 


которую мы назовемъ основной или первоначальной, мы хотимъ 
перейти къ нЪкоторой другой, напр., къ перестановкЪ 


А=2, 9,4, 5,3,...,п. 


Для этого замЪнимъ элементъь | элементомъ 2, элементь 2 эле- 
ментомъ 3, элементъ 3 элементомъ 4 ит. д. 

Эту операшю будемъ называть подстановкой и, обозначая ее 
буквой 5, изображать такъ: 


1,2,3,...П 
5=( ’ эф .(1) 
2,9,4,...,п 
Конечно, подстановку можно производить и ве другомъ 
порядкЪ. Такъ, напр., можно сперва замфнить элементъ 2 
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элементомъ 9, а затЪмъ элементь | элементомъ 2 ит. д.;: тогда 
та же перестановка 9 изобразится въ видЪ: 


(2: 1,3, ") 
9,2,4,....п/ ^^ 
Вообще въ подстановкЪ (1) можно переставлять любыя верти- 


кальныя пары элементовъ, отчего, очевидно, значенйе 5 не из- 
мфнится. Такъ, напр., подстановки 


(>23) , (=? ) (221) 
‹ 2,3, 1 ’ \3, 1,2 1, 3,2 
выражаютъ одну и ту же подстановку, именно ту, которая за- 
мЪняетъ элементъь | элементомъ 2, элементь 2 элементсмъ З и 
элементь3 элементомъ 1. 

При дЪйств1яхъ съ такими подстановками вводятъ понят!е 


© такъ называемомъ символическомь умноженш. 
Выяснимъ это понят!е путемъь слЪдующихь разсужден!й 


Пусть мы имЪфемъ двЪ перестановки: 
А=3,1,2 и В=2,1,3. 


Подъ символомъ АВ подразумфвають перестановку, которая 
получится изъ перестановки А=3, 1,2 посредствсмъ той же 
замЪны соотвЪтственныхъ элементовъ, при помощи которой пере- 
становка Б=2,1,3 получается изъ основной перестановки 
Е=1,2,3. 


Такимъ образомъ подстановка 
(>? 5 
2, 1,3 
преобразующая перестановку Е=1,2,3 въ перестановку В= 
=2,1,3, замЪщаеть соотвфтственно элементы 1,2,3 элементами 
2, 1,3. Произведя соотвЪтствующее замъщен!е въ перестановкЪ 
А=3, 1, 2, получимъ перестановку 3,2,1. 
Эта именно перестановка И выражается символсмъ АВ. 
Отсюда видимъ, что гля получен!1я симвопическаго произведе- 


ня АВ, надо сдЪлать тЪ замЪщен1я въ перестановкЪ А, которыя 
приводять оть Е=|, 2,3 къ перестановкЪ В. 
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Такимъ же образомъ, опредфляя произведен!е ВА для даннаго 
случая, получимъ 1,3, 2. 

Изъ разсмотрЪн!я символическихъ произведенй ВАи АВ легко 
видЪть, что ВА 2 АВ, т.-е. что перемЪстительный законъ, вообще 
говоря, не имЪеть мъста въ перестановкахъ. 

СлЪдуеть помнить, что символическое умножен{е перестановокъ 
не есть дъйстые умножен!я въ обычномъ смыслЪ, а лишь простое 
обозначен{е составленйя новой перестановки изъ двухъ данныхъ. 

Сказанное относительно двухъ перестановокъ справедливо 
и для нъсколькихъ, т.-е. если черезъ С обозначить третью пере- 
становку, то изъ нея и изъ перестановки ВА (или АВ) указаннымъ 
выше способомъ можно получать перестановку С(ВА), которая, 
какъ нетрудно убЪдиться, тождественна перестановкЪ (СВУА, 
т.-е. ((ВА)=(СВ)А, [но С(ВА)-Е (ВА)С], что показываеть спра- 
ведливость сочетательнаго закона. 

Если одна и та же перестановка берется составляющей нЪ- 
сколько разъ, то результатъ обозначаютъ степенями. 


А=Ат; А. А=А?; А.А. АЗАЗ ит. д. 


Къ нимъ примЪняется основное равенство А". А"—= АТ+" ит.д. 

Чтобы имЪть представлен!е о всей совокупности перестановокъ 
изъ данныхь п элементовъ, эти перестановки обыкновенно вы- 
ражають посредствомъ такъ называемыхъ цикловь, сущность ко- 
торыхъ заключается въ слъдующемь: 


Положимъ, что мы имфемъ перестановку 


4, 6, 9, 7, 1, 8, 5, 2, 3. 


Въ ней на первомъ мъстЬ стоитъ 4; обозначимь это такъ: 1,4 и 
будемъ помнить, что |, стоящая передъ 4, указываетъ МЪсто по- 
слЪдней цифры въ перестановкЪ. 

ЗамЪтивъ, что на 4-мь мФетЬ стоить 7, мы пишемъ: 1, 4, 7, 
ГДЪ 4, стоящее передъ 7, въ свою очередь указываетъ МЪсто эле- 
мента 7 въ перестановкЪ. ДалЪе, замЪтивъ, что на 7-мь мЪстЪ 
стоить 5, мы пишемъ: |, 4, 7, 5. На пятомъ мЪстЪ стоить 1: возвра- 
щен!е къ элементу, съ котораго начался рядъ, указываетъ на то, 
что въ дальнЪйшемь мы будемъ выписывать предыдущ!я цифры 
ВЪ томъ же порядк$. Поэтому, закончивъ цифрой 5, говорятъ, что 
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мы получили циклъ (1, 4, 7, 5), въ ‘которомъ каждое предыдущее 
число указываетъ мфсто въ перестановкЪ` слздующаго за нимъ. 

Чтобы образовать 2-й циклъ, мы беремъ какой-нибудь эле- 
ментъ, не вошедций въ 1-й цикль, напримЪръ 2, и опять разсу- 
ждаемъ такъ: на 2-мъ мЪстЪ въ перестановкЪ стоить 6, пишемъ: 
2,6. На 6-мь МЬстЪ находится 8, пишемъ: 2, 6, 8. Группа (2, 6, 8) 
и образуеть 2-й циклъ, потому что на 8-МЪ МЪстЬ стоить 2, 
т.е. элементъ, съ котораго начался циклъ. Теперь возьмемъ 3, 
какъ элементъ, не находящййся въ первыхъ двухъ циклахъ, и 
разсужден!ями, подобными предыдущимъ, образуемъ 3-й циклъ: . 
(3, 9). Больше цикловъ составить нельзя, такъ какъ мы исчер- 
пали всф элементы перестановки. } 

Наша перестановка, такимъ образомъ, въ циклахъ изобразится 


такъ: (1, 4, 7, 5) (2, 6, 8) (3, 9). 


Такъ какъ въ каждомъ циклЪ предыдуцИй элементъ указы- 
ваетъ на мЪсто въ перестановкЪ послБлующаго, то по нимъ легко 
возстановить данную перестановку. 

Если какой-нибудь элемёнть выражается тЪмъ же числомъ, 
что и занимаемое имъ МЪсто, то циклъ будетъь состоять изъ одного 
этого элемента; напримфръ, перестановка 1, 3, 5, 4, 2 въ цик- 
лахъ изобразится такъ: 


(1) (2, 3, 5) (4). 


Циклы дають возможность легко находить степени переста- 
новки. Чтобы получить, напримЪфръ, изъ перестановки А, выра- 
жающейся цикломъ (1, 3, 4, 2, 5) перестановку А*, то-есть пере- 
становку (1, 3, 4, 2, 5) (1, 3, 4, 2, 5), поступаютъ такъ: въ первомъ 
цикл за 1 слЪдуеть З, а во второмъ за 3 слЪдуеть 4; въ результатЪ 
за 1 слфдуеть 4. Далфе, въ первомъ циклЪ за 4 слБдуеть 2, а во 
второмъ за 2 слфдуеть 5; въ результатЪ за 4 слЪдуеть ит.д. 
Такимъ образомъ получимъ: 


А?= (1, 4, 5, 3, 2). 


Такимъ же образомъ изъ перестановки В, выраженной въ цик- 
лахъ въ видЪ (5, 2, 3) (4, 1, 7, 6), попучимъ: 


В?== (5, 3, 2) (4, 7) (1, 6}, 
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отсюда слЪдуетъ, что для получен!я перестановки А? изъ пере- 
становки А, нужно писать циклы, постоянно пропуская одинъ 
элементьъ, т.-е. за первымъ элементомъ каждаго цикла надо писать 
трет!й; за третьимъ — пятый и т.д. Аналогично получается 
перестановка А3, если въ циклахъ А пропускать два элемента. 
`Такъ, напримЪръ, для разсмотрфнной ранЪе перестановки А по- 
лучимъ: 


АЗ—=(5) (2) (3) (4, 6, 7, 1). 


Если взять конечное число элементовъ и составить изъ нихъ 
рядъ перестановокъ А, А?, АЗ, А“4..., то какая-нибудь изъ нихъ 
раньше или позже обязательно повторится. Положимъ, что пере- 
становка А” повторилась въ вид перестановки А"Т", тогда 
изъ равенства А"— А" слфдуетъ, что А"=|. 

Принимая за единицу группъ основную перестановку Ё, можно 
написать, что А”=1|=Е. Итакъ, существуеть опредфленный 
наименьш!й положительный показатель п для каждой переста- 
новки А, при которомъ А совпадаеть съ главной перестановкой. 
Этотъ показатель называется порядкомь перестановки А, а рядь 
Е, А, А?, АЗ,..., А" 1 содержащий въ себЪ отличныя другъ отъ 
друга перестановки, называются перюдомь перестановки А. 
Оказывается, что, если возвысить перестановку А въ степень, 
показатель которой будетъ числомъ, кратнымъ числа п, то всегда 
получается основная перестановка Е. 

Система перестановокъ, выбранныхъ изъ числа перестановокъ 
изъ п элементовъ, называется группой, если только каждая пара 
отдЪльныхь перестановокъ, представляющая собой или двъ 
различныя или одну и ту же перестановку изъ данной системы, 
послЪ ихъ символическаго умножен!я даетъ новую перестановку, 
которая заключается въ той же системЪ. Число всЪхъ переста- 
новокъ, входящихь въ данную систему, называется порядкомь 
группы. Согласно этому опредЪлен!ю, совокупность всфхъ пере- 
становокъ изъ п элементовъ составитъ группу порядка п! Однако 
есть группы и съ меньшимъ числомъ членовъ. Разыскан!е и из- 
слфдован!е такихъ группъ ссставляеть одну изъ главнфйшихъ 
задачъ алгебры. 


А. Ляминъ. Физ.-Мат. Хрест. Т. И. 14 
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Понят!е о групп иметь дЪло лишь съ внутреннимъ строе- 
н1емъ группы, иначе говоря, съ тфми законами, по которымъ при 
символическомъ умножени воспроизводятся элементы группы; 
что представляютъ собой эти элементы для теор!и группъ, является 
вопросомъ второстепеннымъ. Группа называется конечной, если 
она состоитъ изъ конечнаго числа элементовъ. 

Если символическое умножен!е всЪхъ элементовъ группы до- 
пускаеть перемЪстительный законъ, то-есть, если АБ=ВА, то 
группа называется Абелевой или коммутативной. 

Лагранжъ, разсматривая извЪфстные до него пр!емы рЪъшен!я 
уравнен!й первыхъ четырехъ степеней, стремился уловить общя 
идеи этихъ пр1емовъ съ цфлью выработать правило рЪшен!я болЪе: 
высокихъ степеней. Хотя эти попытки и не привели къ нахо- 
жден1ю общихъ способовъ ръшен!я уравненйй высшихъ степеней, 
т$мъ не менЪе они дали понять, въ чемъ состоитъ сущность такого 
р-шен!я для тЪхъ случаевъ, когда оно возможно. ДЪФло свелось 
къ разсмотрЪн!ю вопроса, какъ мъняется видъ данной рацюналв- 
ной функщи отъ ея корней при всевозможныхъь перестановкахъ 
‚этихъ корней. Оказалось, что совокупность перестановокъ кор- 
ней, не мМЬняющихъ вида этой рашональной функщи, обладаетъ. 
тЪмъ свойствомъ, что результатъь производства надъ функщей 
одной за другой двухъ какихъ-либо подстановокъ корней даетъ. 
новую подстановку, не мЬняющую вида функщи, иначе говоря, 
эти подстановки корней, не мфняя вида функШи отъь этихъ 
корней, образуютъ группу. 

Если при всЪхъ подстановкахъ корней функщя имЪеть только. 
одно значенйе, то она называется симметрической. Если же зна- 
чен!я функши при подстановкахъ корней различны между собой, 
то функШя называется функщей Галуа. 

Что касается симметрическихъ функШЙ оть корней н$кото- 
раго уравнен1я 


ал -1-- фат---...-Н Ах 1=0, 


то простЪйшими такими функШями являются коэффищенты 
самого уравнен1я, если выразить ихъ черезъ корни, что оказы- 
вается возможнымъ. ЗамЪчательно, что всЪ рацюнальныя симме- 
трическ1я функци оть корней выражаются ращонально черезъ. 
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коэффищенты даннаго уравнен!я. Въ теор1и рЬшен!я уравнен!й 
въ радикалахъ обыкновенно поступають такъ. Выразивъ коэффи- 
щенты уравнен!й черезъ его корни, получають систему п урав- 
ней съ п неизвЪстными, которую подвергаютъ такимъ преоб- 
разован!ямъ, чтобы корни 
уравнен!й выразились че- 
резъ коэффищшенты при по- 
мощи конечнаго числа дЪй- 
ствй. Оказывается, что 
так1я преобразованйя воз- 
можны только для п<5. 
Это было въ первый разъ 
показано Абелемъ. Но если 
коэффищенты  уравнен]я 
численно заданы, то для 
нъкоторыхъ частныхъ слу- 
чаевь ршен!е въ радикг- 
лахъ возможно и для п>4; 
поэтому является весьма 
важнымъ ‘разсмотрЪть рЪ- 
шен1е въ радикалахъ чис- 
ленныхъь уравненйй. Пол- 
наятеор1ятакихъ уравненйй 
была создана знаменитымъ 
Галуа, заслуга котораго Французск!Й мэтематикь 
заключается главнымъ об- Эваристъ Галуа (1811—1832). 
разомъ въ томъ, что онъ 

былъ родоначальникомъ современной теор1и группъ, а также 
обобщилъ теор1ю алгебраическихъ уравнен!й Лагранжа, рас- 
пространивъ ее на численныя уравнен!я. Галуа показалъ, что, 
если для численнаго уравнен!я вмЪфсто общей группы всЪхъ 
перестановокъ изъ корней уравнен!я разсматривать только нф- 
которую опред$ленную группу, такъ называемую группу самого 
уравнен!я, то теор1я Лагранжа остается справедливой и для этой 
группы. Оказывается, что изъ перестановокъ группы, указанной 
Галуа, перестановки, не мьняющия численнаго значен!я функщи, 
образують также группу. 


14* 
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Несмотря на большой прогрессъ алгебры, связанной съ изслЪдо- 
ван!емъ Лагранжа, Гаусса, Абеля и Галуа, вопросъ о рЪшен!и 
численныхъ уравненНй въ радикалахъ остается до сихъ поръ 
не вполнЪ рЪшеннымъ. 


Вращене многогранниковъ. 


При разсмотрфн!и группъ перестановокъ и выражении ихъ 
въ циклахъ большую роль играютъ правильные многогранники. 
Какъ извфстно, правильныхъ многогранниковъь можеть быть 
только пять: 

1) Правильный четырегранникъ или тетраэдрь, поверхность 
котораго составлена изъ четырехъ правильныхъ треугольниковъ. 

2) Правильный восьмигранникъ или октаэдръ, поверхность . 
котораго составлена изъ восьми правильныхъ треугольниковъ. 

3) Правильный двадцатигранникъ или икосаэдуръ, образованный 
двадцатью правильными треугольниками. 

4) Правильный шестигранникъ или эксаэдръ’ (кубъ), сбразс- 
ванный шестью квадратеми. | 

5) Правильный двфнадцатигранникъ или додэкаэдръ, образо- 
ванный двЪнадцатью правильными пятиугольниками. 

Характернсе свойство этихъ многогранниковъ заключается 
ВЪ ТОМЪ, что при н5которыхъ вращен!яхъ ихъ около центра они 
могутъ сливаться со своимъ первоначальнымъ положенемъ, при 
чемъ одни грани накладываются на друпЯя. 

Возьмемъ, напримЪръ, тетраэдръ и разберемъ вс возможныя 
вращен1я, при которыхъ онъ сливается со своимъ первоначаль- 
нымъ положешемъ, при чемъ за вращен1е будемъ считать и перво- 
начальное положен!е тетраэдра. 

Выберемъ какую-нибудь опредфленную вершину тетраэдра; 
вращен1емъ мы можемъ совмЪстить ее съ любой другой вершиной 
тетраэдра (и даже съ нею же самой), что даетъ четыре возмож- 
ныхъ случая. Оставляя же ее неподвижной въ одномъ изъ этихъ 
‚ положенмй, можно тремя различными способами совмЪстить 
тетраэдръ съ самимъ собою, а именно —вращая его на углы 
въ 0”, 120 или 240° около прямой, проходящей черезъ эту не- 
подвижную вершину и центръ тетраэдра. Это даетъ, въ общемъ, 
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4.3=12 вращен!й, которыя переводять тетраэдръ въ самого 
себя. 

Эти 12 вращенЙ образують то, что называется группой, иначе 
говоря, если произвести два такихъ вращен!я одно послЪ дру- 
гого, то результать будеть соотвфтствовать одному изъ 12 вра- 
щенй. 

Такимъ же образомъ, вращая октаэдръ около центра и раз- 
сматривая только тЪ вращен!я, послЪ которыхъ онъ сливается 
со своимъ первоначальнымъ положен!емъ, замфтимъ, что эти 
вращен!я образують группу 24-го порядка, такъ какъ октаэдръ 
имЪеть 8 граней; каждая грань есть треугольникъ, и на всемъ 
октаэдрЪ 24 плоскихь угла. Совмфщая какой-нибудь изъ этихъ 
угловъ со всЪми остальными и съ самимъ собою, получимъ 24 вра- 
щен!я, образующия группу. 

При разсмотрфн!и вращен]я многогранниковъ оказывается, 
что группы вращешй сводятся всего къ 3 группамъ — къ группЪ 
тетраэдра, октаэдра и икссаэдра, такъ какъ вращен!я куба дають 
ту же группу, что и вращен!я октаэдра, а вращен!я додекаэдра 
дають ту же группу, что и вращен!я икосаэдра. 

Группа икосаэдра состоить изъ 60 элементовъ (икосаэдръ 
имЪеть 20 граней, а каждая грань 3 плоскихъ угла). 

ЗамФчательно, что группа икосаэдра играеть ту же роль относи- 
тельно общей группы 120 перестановокъ изъ 5 элементовъ, какую 


‘играеть группа тетраэдра по отношен!ю къ группф октаэдра. 


Группа икосаэдра имЪеть громадное значен!е при разсмот- 
рьн!и уравненйй 5-й степени и наглядно обнаруживаеть не- 
возможность рЪшен!я этого уравненйя въ радикалахъ; что же 
касается группъ тетраэдра и октаэдра, то онЪ играютъ роль 
въ теор1и уравненй 4-й степени. 

Указанныя изслЪдован1я въ области ршен!й уравкен]й выс- 
шихъ степеней характеризують нгмъ могущество человЪфческаго 
ума въ области разрЪшен!я труднЪйшихъ проблемъ математики. 
Когда что-либо не удается намъ на обычномъ пути, то не от- 
казываясь отъ цальнфйшихъ попытокъ и не удовлетворяясь 
констатирован1емъ невозможности, надо стараться подойти къ во- 
просу съ другой стороны. Математическая мысль никогда 
не иметь конца, и если въ н$которомь пунктЪ какъ бы 
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прекращается математическое пониман!е, то именно тутъь какъ 
разъ и находить свсе мЪсто наиболЪе интересная постановка 
вопроса. 

Теор1я рЪшен!я алгебраическихъ уравненйЙ отнюдь не пре- | 
кращается уравненйемъ 5-й степени; напротивъ того, можно | 
развить аналогичныя теор1и и для уравнен!йй высшихъ степеней, 
прибЪгая къ помощи правильныхь тфлъ въ пространствЪ мно- 
гихъ измЪфренйй. | 


Веста, 1951 


(Правило ложнаго положенля.) 


Правило ложнаго положенля, иначе называемое премомь 
чаиекъ втьсовъ, было извЪстно еще въ глубокой древности. Это 
правило представляетъ собой особый методъ рьшеня уравнен!й 
первой степени. 

Въ ЕвропЪ оно было весьма распространено въ концЪ сред- 
нихъ въковъ и въ началЪ новаго времени. | 

Въ средневЪковую Европу оно перешло отъ арабовъ, ко- 
торые, въ свою очередь, заимствовали его оть индусовъ. Ин- 
дусское происхожденйе правила устанавливается нъкоторыми, 
находящимися въ Парижской бибщотекЪ, латинскими рукопи- 
сями, изъ которыхъ видно, что посвященное этому правилу 
индусское сочинен!е было переведено въ началь ХИ вЪка на 
еврейсюй языкъ Авраамомъ-бенъ-Эзра. Объ изложени и .по- 
становкЪ этого правила у индусовъ почти ничего неизвфстно; 
что же касается до арабскихъ писателей, то у нихъь это правило 
получило широкое распространен1е. Мы находимъ его здЪсь 
въ сочинен1яхъ, относящихся къ самымъ различнымъ эпо- 
хамъ. 

Въ латинскомъ переводЪ книги бенъ-Эзры, а также и въ араб- 
<кихъ рукописяхъ, въ схемы вычисленй вводится фигура, на- 
поминающая собой вЪсы. | | 

Для ознакомлен!я `съ изложенемъ и пр1емами правила ложнаго 
положен1я воспользуемся соотвЪтствующими мфстами изъ сочи- 
неня Ибнъ Албанна, комментарй къ нему Алькальсади и 
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сочинен1я Бегаэддина. Ибнъ Албаннъ выражаетъ правило лож 


наго положен!я въ таксмъ видЪ: / 
«Ты берешь вфсы слЪдующаго вида и кладешь извфстную 
О — / 


./ 
хи 
и 


и данную величину надъ точкой опоры (0). ; 

На одну изъ чашекъ кладешь произвольное число, приба- 
вляешь къ нему остальное, что дано тебЪ прибавить, вычесть. 
или инсе. Полученный результатъ сравни съ тфмъ, что находится 
надъ точксй опоры. Если ты попалъ правильно, то чашка вЪ- 
совъ даетъ извЪстную величину. Если же ты не попалъ, то за- 
мЪть погрЬшность надъ чашкой, если результать слишкомъ 
великъ, и подъ чашкой, если результатъ слишкомъ малъ. ЗатЪмъ. 
положи на другую чашку другое, произвольно выбранное число 
и поступай подобнымъ образомъ, какъ выше. ПослЪф этого умножь. 
погрЪшность каждой изъ чашекъ на число, положенное на другую. 
чашку. Если обЪ погрЬшности положительны, или обЪ отри- 
цательны, то вычитай меньшую изъ большей, а также меньшее 
произведен!е изъ большаго и раздфли разность произведен!й 
на разность погрЪшностей. Если же одна погрфшность положи- 
тельна, а другая отрицательна, то раздЪли сумму произведен!й 
на сумму погрЪшностей». 

Пояснимь правило числовыми примфрами, заимствуя ихъ. 
у Бега-Эддина и Алькальсади. 


Примтърь 1. Найти число, которсе, будучи увеличено на 
2 | 
5 самого себя и на единицу, равнялось бы десяти. Эта задача, 


. . 2 
какъ нетрудно видЪть, сводится къ рфшен!ю уравнен!я а я-- 


--1==10. 
Поступая согласно правилу, получимъ 
1 


10 ы 
П зашка 6 Х 9 [Г чащка 


кладемъ на |-ю чашку 9; принимая искомсе число за 9, найдемъ,. 


. 2 
по слово задачи, что: 9-5 . Я 1=10-Е6, откуда видно, 
что первая погрЪшнссть есть 6. 


т, ТТ - ы . ИЕ АИК 77 ЕАН 
ы бы ; „ и о о ли овал" т Ти 
К ды ИОАННА изо лтьть т чоо лобьвк ше, Е ВЕ На ры 


| 
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ДалЪе, кладемъь на 2-ю чашку число 6; принимая искомое. 
число равнымъ 6, найдемъ, что: 6-8 . 6--1=10--1, откуда 
видно, что вторая погрфшность есть 1. 


Такъ какъ обЪ погрЪшности,т.-е. би 1 положительны, то пишемъ. 
ихъ надъ чашками вЪсовъ. ДалЪе, согласно ‚правилу, найдемъ, 


6.6 — 
что неизвфстное число будетъ равно 1 Г7=5: 
Примтърь 2. Найти число, которое, будучи взято семь разъ. 
и сложено съ шесть разъ взятымъ этимъ числомъ, равнялось бы 25. 
Вопросъ, очевидно, сводится къ рёшеню уравнен1я 61-2 7х=25. 


12 
Первая чашка 6; 6.6--7.6=25--53; 53 — первая погрЪшность. 
Вторая ›» 1;1.6--1.7=25—12; —12—вторая погрЬшность.. 
_ 53.1+-12.6 __ 12. 
— 53412 $3 


Примтъръ 3. Найти число, коего треть и четверть равны 21. 
СоотвЪтствующее этой задачЪф уравненйе будеть 


21 
34. 
21 
24 > 12 
7 14 


Первая чашка 12; НЕ=21-—14; —14 есть первая погрЪш-. 


НОСТЬ. 


Вторая » 24; > {+3 =21— 7; —7 — вторая погрЪшность. 


14.24—7.12 
== ду =36. 


Какъ видимъ, этоть оригинальный и интересный методъ даетъ. 


возможность рЪшать уравнен!я 1-й степени. 
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Сами собой теперь напрашиваются вопросы, на чемъ основанъ 
этоть методъ? Какимъ образомъ, вставляя вмЪсто неизвЪфстнаго 
совершенно произвольныя числа, мы получаемъ правильныя рЪ- 
шен!я? . 

Чтобы отвЪтить на это, разсмотримъ общ] видъ уравненя 
первсй степени 


7 ТУАДЛАЕГ. 


ах--6=0. 


Подставимъ вмЪсто х два совершенно произвольныхъ числа 
21 И #.. Тогда первая часть уравнен!я, вообще говоря, получить 
два, отличныхь отъ нуля, значеня: а2-=ф, и а25-РЬ=Ф., 
которыя назовемъ погръшностями уравненмя. Вычитая каждое 
изъ нихъ изъ даннаго, получимъ: 


а(2—21)=— 9, 


а(—2.)==—Фо, 
ф Ф 
откуда НИ 
1—5 2—2 
2—5 Ф 
или ОТ, 
1—2. Фо 


Выражен!я: 2—2: и х—2осуть не что иное, какъ погрЪшности, 
которыя мы дЪлаемъ, замфняя неизвЪстное х черезъ совершенно 
произвольныя числа 2 и 2, (ложныя допущен!я). 

Назовемь ихъ погръшностями. подстановокъ. 

Изъ полученнаго послдняго уравнен1я мы видимъ, что по- 
гртышности подстановокь пропорщюональны, погръшностямь урав- 
нений. 

Изъ того же уравненйя слфдуетъ, что 


$1(2—4)==ф.(—1), 


откуда х= СР СЕР, т.-е. мы получили формулу, выражающую 
ф\-$> 

вышеизложенное правило ложнаго положен!я; изъ нея видимъ, 

что неизвфстное получается при помощи геометрической про- 

порши, что и составляеть характерную особенность разбирае- 


мМаго метода. 
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Методъ ложнаго положеня по русскимъ рукописямъ 
. ХУ стольтия *). 


Приведемъ теперь правило ложнаго положен1я въ изложеши 
русскихь рукописей ХУП столБтя. «Ия статья фальшивая 
или збойливая; буди ти вЪдомо, какъ ею считати во всякихъ 
стат1яхъ и переводахъ, что ти приведется считати. И ты возьми 
число велико или мало и считай, и, какъ сочтешь, приложи 
къ тому перечню, который ищешь. И будеть ти число болЪ того 
перечня стало во счетЪ, и ты намфти сице —— ; и чфмъ боль 
того перечня стало, то у креста постави. А будетъ ти мен$, 
и ты нам$ти сице Е ; и чБмъ мен$, то у тое черты постави. 
Да опять емли другое число и считай тако-же, да прикладывай 
къ тому перечню, который ищешь. И будеть ти болЪ или менЪ, 
и ты тфми же знамены знаменуй. Да и постави счетъ на крестъ. 
Первое число постави, чЪфмъ искалъ, вверху по лфвую руку 
креста; а что у него осталось болЪ или менЪ, то противъ того-жъ 
числа постави по правую руку, а межъ ими постави знамя; только 
болЪ, и ты постави —{— ;а буде менЪ, и ты постави Г —. 
Да другое число тако-же постави внизу, противо тЪхъ-же чиселъ, 
чЬмъ искалъ; и что осталось бол или менЪ тако-жъ знамя межъ 
ими постави. Да считай на крестъ верхн!1я съ нижними; и буде 
оба болЪ или менф, исчетши большее число, да меньшее число 
изъ большаго числа выни, да то на дфлъ и стави. А дъловую 
тако-жъ: остатки изъ остатковъ выни и что ся останетъ, тьмъ 
большой перечень и ДЪли; и что ти изъ дЪлу выдетъ, то и правда. 
А буде не одинаки остатки: одинъ бол, а другой менЪ, и ты 
не вычитай, только складывай вм$сто; болыше перечни и ДЗ- 
ловые тако-жъ дЪфли. Се ти укажу». 

За этимъ общимъ изложенемъ правила слЪдуеть его пояснене 
на примЪрахъ, изъ которыхь разсмотримъ слъдуюшй: 

«Найди ми то число, что язъ его умножалъ съ 14, да тотъ умно- 


. 2 
жалный перечень дЪлилъ на 45: стало ми изъ дФлу 18. И ты 
. - _ 2 
возьми число 8, умножай съ 14: придеть 112; дЪли-жъ на 45: 


*) Заимствовано изъ книги В. В. Бобынина (см. библтогр. указат.). 
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придеть 24, а надобЪ 18; ино тутъ много +6. И ты возьми другсе. . 


число 7, умножи съ `14: придетъ 98; дЪли-жъ на 45: придеть 21; 


ино много-жь -3. Постави-же сице на счеть и придеть т® 
число 6. | ` 


7 -—ч 3 Дъловое 1816 то есть число. 
изъ 42 24 3_ 

24 
вы 18 ни 


Ведш!а Га! въ примфнени къ приближеннымъ 
вычислен!ямъ. 


Разсмотримъ теперь методъ ложнаго положеня съ геометри- 
‘ческой точки зрЪя. 

Пусть данное уравнен!е первой степени выражается прямой АБ, 
которая пересЪкаеть въ точкЪ С н$фкоторую другую прямую ОХ. 

Условимся на прямой ОХ откладывать отъ нфкоторой произ- 


Рис. 59. Рис. 60. 


вольно выбранной точки О въ произвольныхъ единицахъ зна- 
ченя х. Если положить ОС=л, ОЙ =, ОЙ, =, 2О==Фу, 
й.Е=ф., то изъ подоб]я треугольниковъ 7СРи 2.СЕ, найдемъ, 
что 7.0) :2,Е=-7,С:#.С или АД: 2.Е=(0С—0#2,):(0С—02.) 
или 70: 2.Е=(07,—0ОС): (07 ОС) или Ф, : ф.==(21-—2):(3—1) 


5 —2 
откуда = 8291 21$? . 
ф.—Ф. 


о м д А а ди _ 
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Геометрически корень уравнен!я мы изобразили разстоян1емъ 
оть произвольно взятой точки прямой до точки пересЪчен!я 
ея съ прямой, соотвЪтствующей данному уравнен!ю, при чемъ 
это разстоянйе выражено въ произвольныхъ единицахъ длины. 
Точно такъ же изображаются геометрически и корни уравнен!й 
высшихъ степеней, но вмЪсто прямой, опредфляемой уравнен!емъ 
1-ой степени, мы уже будемъь имфть дЪло съ кривой, соотвЪт- 
ствующей данному уравненю. 

`Положимъ, что намъ дано уравнен!е 5-ой степени: оно какъ 
извЪстно имЪетъ 5 корней; слЪдовательно, кривая соотвфтствую- 
щая этому уравнен!ю, будетъ имБть 5 точекъ пересфчен!я съ нЪ- 
которой прямой. 

Положимъ, что намъ извЪстны два числа а и 6, между которыми 
находится одинъ только корень даннаго уравнен!я. 

Геометрически это выразится одной точкой пересЪчен!я между 
а и 6 кривой, опредфляемой уравненйемъ, съ прямой Ох 
(рис. 61). 

Возьмемъ вмЪсто неизвЪстной сначала число а, затЪмъ фи 
пусть погрЪшности урав- | 
нен!я при этомъ будуть 
1 и ф., которыя на чер- 
теж изобразимъ отрЪз- 
ками аА и 6Б. 

Если соединить точки 
А и В прямой лишей, 
то, по предыдущему, 
мы сможемъ опредЪлить 
точку пересЪчен!я 2х, т.-е. отрфзокъ Ох, изъ подобныхъ тре- 
угольниковъ аАт и 6Бу;. 

Обэзначимъ Од, черезъ 1), и примемъ это значенйе за первое 
приближенное значенйе корня. Мы видимъ, что 2, ближе къ х, 
т.-е. къ корню х уравнен!я, чЪмЪъ взятыя точки а и в и отличается 
отъ него на величину 1х. 

Теперь, если взять вмЪсто неизвЪстнаго двЪ величины х, и В, 
то подобно предыдущему, мы сможемъ опредфлить точку пере- 
сБчешя х, прямыхъь СВ сь ОМ, которая будеть еще ближе 
КЪ ТОЧКЪ 4, т.-е. еще ближе къ корню уравнен!я. Повторяя 


Рис. 61. 
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подобное разсужденйе нЪсколько разъ, мы можемъ опредЪлить 
корень уравнен!я съ любымъ приближешемъ. 

Такимъ образомъ, если мы не можемъ рЪшать уравнен!я 5-ой и 
высшихъ степеней въ радикалахъ, то можемъ вычислить корни 
съ большимъ приближенемъ. ы 

Въ такомъ видЪ древн!йй методъ ложнаго положеня примЪ- 
няется въ современной математикЪ. 

Указанный способъ приближеннаго вычисленмя корней не 
единственный; существують и иные пр!емы, каковы, напр., 
пр!емы Ньютона, Лагранжа и др. 


Летерминанты, 


(ОпредЪлители.) 


Возьмемъ систему двухъ уравнен!й съ двумя неизвЪстными 


ат--Ну=с, 
ах--бу=со 
и опредЪлимъ соотвЪтствующя значен!я для хи у; получимъ: 
16 Саб. ас ас: = \ 
аб — ав, аб ‚ар | 


х . 
Если изъ коэффищентовъ при неизвЪфстныхъ въ данныхъ урав- 
нен1яхъ составимъ слЪдующую таблицу 


ат 6, 
а» 65 


то увидимъ, что обшИЙ знаменатель выраженйй (1) получается 
изъ этой таблицы, если мы перемножимъ буквы, стоящёя по щаго- 
налямъ, и вычтемъ одно произведене изъ другого. 

Выраженйе а.6.—а.б., составленное изъ четырехъ коэффищен- 
товъ а1, В, а» и 65, называется детерминантомь или опредЪли- 
телемъ 2-го порядка и изображается символомъ 


а 6: 
а» 65 


Такимъ же образомъ, рЪшая систему трехъ уравнен!й первой 
степени съ тремя неизвЪстными, получимъ выражен!е послЪд- 
нихь въ вид отношенй многочленовъ, составленныхъ изъ 
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коэффищентовъ уравнен!й. Такъ, напримфръ, многочленъ, 
стоящ въ знаменателяхъ, будетъь имЪть видъ: 


Если изъ коэффищентовъ при неизвЪстныхъ данной системы 
уравнен!й составить слЪдующую таблицу 


а 6 с 
аз 6. с... (3) 
аз 63 сз 


то оказывается, что изъ нея, подобно предыдущему, можно со- 
ставить выражен!е общаго знаменателя для неизвЪстныхъ. 

Въ самомъ дДЪлЪ, выбирая изъ нея группы, состояния изъ 
изъ трехъ количествъ, между которыми не было бы принадлежа- 
щихъ одной и той же строкЪ или одному и тому же столбцу, и 
перемножая количества, входящ]я въ каждую группу, мы полу- 
чимъ какъ разъ всЪ шесть членовъ общаго знаменателя. Остается 
составить изъ нихъ алгебраическую сумму, и мы получимъ пол- 
ностью весь знаменатель; вопросъ, слфдовательно, сводится 
къ тому, при какихъ членахъ поставить -- и при какихъ —. 
Для эт ого пользуются способомъ Са рруса, заключающимся въ томъ, 
что подъ таблицею (3) подписывають двЪ первыя строки въ той же 
послЪдовательности, въ какой онЪ находятся въ таблицЪ. 
Получается сл дующее: 


Рис. 62. 


`Произведен!я количествъ, взятыхъ по направлен1ямъ стрЪлокъ, 
‘при которыхъ стоить знакъ +, и составять три положитель- 
ныхъ члена выражен!я (2), а произведен1я количествъ, взятыхъ 


Же тие 
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по направленшю стрЪлокъ, при которыхъ стоить. знакъ — со- 
ставятъ остальные три члена того же выраженя. 

Общ!й знаменатель выражен!я (2), составленный изъ 3*=9 
количествъь называется детерминантомь 3-го порядка и изоб- 
ражается символомъ 


а в с: 
а» 6. С2| вв (4) 
аз 63 сз 


ЗамЪфтимъ, что способъ Сарруса примЪнимъ только къ детер- 
минантамъ 3-го порядка. 

На основанйи сказаннаго легко перейти отъ символическаго 
детерминанта 3-го порядка къ его алгебраическому выражен!ю, 
или, какъ говорятъ, вычислить детерминанть 3-го порядка. 

Вычислимъь для примфра слЪдующйй детерминантъ . 


134 

, 15 27 

6 4 8 

Поступая по предыдущему, найдемъ, что искомый детерми- 
нантъ будетъ равенъ | 


1.2.8--5.4.4-6.3.7—4.2.6—7.4.1— 
—8.3.5=16--80-- 126—48—28—120=26. 


Такимъ образомъ искомый детерминантъ можно написать такъ: 


134 
25 7 =26 
6 4 8 

Разсматривая числители въ выражен!яхъ для неизвЪстныхъ 
при рфшен!и системы двухъ уравнен!й съ двумя неизвЪстными и 
трехъ уравнен!й съ тремя неизвЪстными, можно замЪтить, что они 
представляютъ собой тоже детерминанты, въ которыхъ столбцы, 
состояще изъ коэффищентовъь опредЪфляемаго неизвЪстнаго за- 
мЪфнены соотвфтственно свободными членами, такъ что, напримЪръ, 


А. Ляминъ. Физ.-Мат. Хрест. Т. П. 15 
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для неизвЪфстныхъ 2 и у въ системЪ двухъ уравненйЙ съ двумя 
неизвЪстными получимъ слЪдующее выражене: 


с: В: ат С 
- __| (262 __ | @2 62 
а 6: |’ | а: 6 
а26 аз6> 


х в % 


РЬшая системы уравнен!й первой степени съ 4-мя, 5-ю.., п не- 
извЪстными, мы приходимъ къ понят1ю о детерминантахъ 4-го, 
5-го..., П-Го порядковъ. Изъ самаго способа вычислен!я детерми- 
нантовъ вытекають слъЪдующ!я ихъ свойства: 

1) величина детерминанта не мфняется, если мы въ немъ за- 
мЪнимъ строки столбцами и обратно, . 

2) детерминанть м$няетъ знакъ, сохраняя абсолютную вели- 
чину, если въ немъ перемЪстить одинъ на МЪсто другого два 
как!1е-либо столбца или строки, 

3) детерминантъ равенъ нулю, если въ немъ элементы двухъ 
столбцовъ или строкъ будутъ соотвфтственно равны. 

Эти свойства детерминантовъ легко провЪрить непосредствен- 
нымъ вычислен!емъ. | , 

‚Обратимся теперь снова къ разсмотрЪн!ю детерминанта 


а в с: 
аз 65 с» 
аз 6; сз 


При разложен!и его, взявъ элементы а, а» и а; за скобки, мы 
получимъ: 


а1(65сз— 6 зС2)-- аэ(6зс1— 91 сз)-Наз(6с.— 9 2С1)= 


65» __ Вст 
м “. 6зсз 10 


61 с: 


| --е (5) 


—а1 


Сумма, стоящая въ правой части выражен!я (5) называется 
разложенлемь детерминанта 3-г0 порядка по элементамь пер- 
ваго столбца. 

Ясно, что, вынося за скобки элементы 2-го, а затЪмъ 3-го столб- 
цовъ, мы получимъ разложен!е детерминанта по элементамъ этихъ 
стопбцовъ. 


|. ы 
г 
ы 
й 

| 

- 


\ 
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Понятно, что подобную операщю можно продФлать и по отно- 
шен!ю къ элементамъ отдфльныхъ строкъ. Сказанное о разложени 
детерминанта 3-го порядка относится и къ детерминантамъ 
какихь угодно порядковъ. Поэтому данный детерминантъь всегда 
можетъ быть разложенъ по элементамъ любого столбца или строки, 
при чемъ сомножителями этихъ элементовъ будутъ тоже детерми- 
нанты, взятые со знакомъ --, которые носятъ назван!е миноровъ; 
они получаются изъ даннаго детерминанта исключенемъ въ немъ 
того столбца и той строки, къ которымъ принадлежитъ элементъ, 
служащй сомножителемъ разсматриваемому минору. 

Такъ, напр., въ разложен!и (5) детерминанта 3-го порядка 

‚миноръ, стоящйй при а. получается, если въ данномъ опредЪли- 
телЪ исключить 1-й столбецъ и 3-ю строку: 


а в с: 
аз 6. с 
аз 6: сз 


_т.-е. исключить какъ разъ т столбецъ и строку, къ которымъ 
. принадлежитъ аз. | 

Что касается знака минора, то оказывается, что, вообще го- 
воря, миноръ долженъ быть взять съ множителемъ (—1)**+', гдЪ 
есть тоть столбецъ, а {— та строка, которые исключаются 
въ данномъ детерминантЪ для получен1я минора. 


В: с: 


Такъ, напримфръ, въ предыдущемъ случаЪ миноръ у дол- 


7 22 
женъ быть взять со знакомъ -Ё, такъ какъ (-—1)1"3=-1. 

Разложен!е опредфлителей лаетъ намъ возможность обнаружить 
еще слЪдующ1я ихъ свойства: 

4) Детерминанть равенъ нулю, если въ немъ всЪ элементы 
какого-нибудь столбца или какой-нибудь строки равны нулю. 

5) общаго множителя какого-нибудь столбца или какой-нибудь 
строки можно вынести за знакъ детерминанта, а также, если 
вСЪ элементы какого-нибудь столбца или какой-нибудь строки 
помножить на одну и ту же величину, то и самъ детерминантъ 
помножится на ту же величину; 

6) величина детерминанта не измЪнится, если къ элементамъ 
любого столбца или строки прибавить величины, пропорщональ- 

15* 
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ныя соотвфтствующимь  элементамъ. другого столбца ипи 
строки. 

Указанное правило служить для вычислен!я детерминантовъ, 
разлагая которые, мы сводимъ нахожден!е его величины къ на- 
хожден!ю величины его миноровъ т.-е. приходимъ къ опредЪли- 
телямъ низшихъ порядковъ; послЪдн!е въ свою очередь могутъ 
быть разложены и т. д., пока не дойдемъ до детерминантовъ 
3-го или 2-го порядковъ, которые вычисляются уже легко. 

Теор1я детерминантовъ примЪняется главнымъ образомъ при 
рЪшен!и системы п уравненйй съ п неизвЪстными; при достаточ- 
номъ навыкЪф любую систему уравненйй рЪшить при помощи 
детерминантовъ значительно легче, чфмъ обыкновенными пр1е- 
мами. 


Теоргя линейныхъь преобразований. 


Изъ теор1и детерминантовъ развилась обширная теорзя ли- 
нейныхь преобразований, широко пользующаяся символическими 
обозначен1ями детерминантовъ. Эта теор!1я иметь тфсную связь 
съ такъ называемымъ преобразован1емъ координатъ въ аналити- 
ческой геометр!и, зависящимъ отъ перенесен1я начала координатъ 
и оть поворота осей. Координаты не содержатся въ задачахъ, 
какъ нфчто имъ присущее и неотъемлемое; онЪ служатъ лишь 
для построен1я рЪшен!я, какъ лЪса служать для постройки 
здан!й, но такъ же, какъ крыша зданйя измЪняетъ свое относи- 
тельное положен!е оть надстройки лишняго этажа, такъ и раз- 
личныя величины измфняють, въ большинствЪ случаевъ, свой 
видъ отъ преобразован!йй координатъ. 

Поэтому, измЪняя положен!е координатныхъ осей, необходимо. 
приходится измфнять и видъ разсматриваемыхъь функщй, въ ко- 
торыхъ перемфнныя замфняются другими, связанными съ ними 
уравнен!ями 1-й степени. Таюя преобразован!я называются 
линейными. 

Оказывается, что существуетъ классъ величинъ, которыя оть 
преобразован1я` координать не измЪняють своего вида; тая 
величины называются инварантами; величины же, измняющ1я 
свой видъ отъ преобразован!я координать носятъ названйе 
коварлантовь. 
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ЦЪль теор!и линейныхъ преобразован!й заключается въ оты- 
скан!и инвар!антовъ, ковар1антовъ и другихъ величинъ, такъ 
или иначе относящихся къ преобразован!ю. 

Поняте объ инвар1антахъь линейныхъ преобразован!й обоб- 
щается и приводить къ поняпю объ инварантахъ нЪкоторой 
группы преобразованйй. Инвар1антомъ группы называютъ вы- 
ражен1е, не мЬняющееся отъ преобразованй группы. 


ВКТ 9 


Теорля непрерывныхъ группь пре- 
образовапй. 


Эта теор1я, созданная знаменитымъ профессоромъ Лейпциг- 
скаго университета Софусомь Ли, представляеть собой необык- 


Норвежск!й математикъ 
Мар!усъ Софусъ Ли (род. въ 1842 г.). 


новенно глубокое и въ 
то жевремя поразительно 
ясное сплетенйе анали- 
тическихъ, геомётриче- 
скихъ и механическихъ. 
идей, дающее возмож- 
ность свести въ одно цъ- 
лое разнообразные спо- 
собы интегрирован!я 
дифференщальныхъ ура- 
внен!й. 

Во всей своей полно- 
ТЪ эта теор1я изложена 
въ обширномъ сочинении 
Ли — «Гвеопе аег Ттапз- 
юттаНопзетирреп», по- 
ражающемъ глубиной и 
обширностью познашй 
автора во всЪхъ отрас- 
ляхьъ математики. 

НигдЪ геометр1я не 
сплетается съ анализомъ 
такъ тфсно, какъ у Ли 


Е 


ею РАНА 
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Е 


мы 
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и нигдЪ они не поясняють взаимно другь друга такъ по- 
разительно, какъ въ теори непрерывныхь группъ преобра- 
зован1й. Эта теоря — какъ бы соединение всЪхъ математиче- 
скихъ ученйй въ одно цЪфлое. ОпредЪлить теор!ю въ краткихъ 
словахъ или охарактеризовать ее какимъ-либо однимъ типичнымъ 
примЪромъ невозможно, потому что Ли составилъ ее изъ самыхъ 
отдаленныхъ одна оть другой математическихъ теорй и спло- 
тиль ихъ такъ, что онЪ представляють собой нераздЪльное 
цфлое. 

Ли, замЪтивъ, что главнЪйше способы математики состоять 
въ разнообразныхъ преобразован1яхъ, оцЪфнилъ капитальное 
значен!е группъ Галуа, проникъ въ самую глубину связи диффе- 
ренШальныхъ уравненй съ движенемь и съ теор1ей касан1я, 
освЪтиль это все геометр!ей, широко воспользовался такими 
обобщен1ями, какъ геометр1я многихъ измъренйй и неэвклидова 
геометр!я и создалъ теор1ю, которая еще не можеть быть доста- 
точно оцфнена современниками, но, несомнфнно, почтется вели- 
чайшимъ математическимь открытемъ нашего вЪъка. 


Поняте о теорли чиселъ. 


Теор!я чиселъ представляетъ собой науку, изучающую свой 
ства прерывныхь функц, главными представителями которыхъ 
являются итЪълыя числа. До начала ХХ в$ка подъ теор1ей чиселъ 
подразумЪ валась совокупность ученй, относящихся къ свойствамъ 
натуральныхъ чиселъ, при чемъ н$которыя предложен]я этой 
теор!и существовали, хотя и безъ опредфленной систематической 
связи, еще у Пиеагорейцевъ; но общее основанйе этой теор!и 
полагается Эвклидомъ, который, въ своемъ сочиненйи «Начала», 
даеть вполнЪ научное изложене этого учен1я; однимъ изъ важ- 
ныхъ отдфловъ его, такъ сказать фундаментомъ всей теор, 
служить ученйе о длимости чиселъ. 

ПослЪ Эвклида много ученыхъ силъ работало надъ этой въ выс- 
шей степени интересной областью математики, но, несмотря 
на всЪ усищмя, мно[е вопросы остались невыясненными и до на- 
стоящаго времени. 

Такъ, напр., мы знаемъ, что такое простыя числа, но законъ, 
по которому они слЪдуютъ одно за другимъ до сихъ поръ не раз- 
гаданъ, а, слЪдовательно, и распознаванйе простыхъ чиселъ пред- 
ставляеть крайнюю трудность. Все, чЪмъ мы располагаемъ 
въ этомъ отношен!и до настоящаго времени, заключается въ спо- 
собЪ такъ называемаго «рЪшета Эратосеена», да нЪсколькихъ 
формулъ, дающихъ рядъ первоначальныхъ чиселъ въ опред$лен- 
ныхъ границахъ. СвЪДЪн!я по этому вопросу читатель можетъ 
найти въ [ томЪ физико-математической хрестомат!и. 

Другой вопросъ теор!и чиселъ, тЬсно связанный съ предыду- 
щимъ, заключается въ разложен!йи чиселъ на простые множители. 
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Этоть вопросъ представляется также достаточно труднымъ, при 
чемъ эта трудность увеличивается съ увеличенемъ самого числа *). 

Болфе простымъ является вопросъ о нахожден1и общаго наи- 
большаго дфлителя данныхъь чиселъ; онъ, какъ извЪфстно, сво- 
дится къ способу послЪдовательныхъ дЪлен!, указанныхъ еще 
Эвклидсмъ. РазсмотрЪн!е послЪднихъ двухъ вопросовъ можно 
найти въ любомъ курсЪ ариеметики. 

Но, всобще говоря, теор1я чиселъ ставить изслдовате- 
лямъ довольно трудныя 
задачи; надъ разрЪше- 
немъь ихъ трудились 
лучш!е представители 
математическихъ знашй 
въ течен!е многихъ въ- 
ковъ, при чемъ къ из- 
слъЪдован!ю внутренней 
связи ариеметическихъ 
вопросовъ было присту- 
плено только въ послЪд- 
нее время. 

ВполнЪ научное обос- 
нован!е и дальнфйшее 


получила благодаря ге- 
шальному сочинен1ю Га- 
усса — «Оезазюопез 
ат тейсае». Въ немъ 
мы сталкиваемся впер- 


Знаменитый нЪмецк1Й математикъ 
вые съ весьма важнымъ Гауссъ (1777—1855). 


нововведен1емъ, а именно 
съ понятемъ о такъ называемыхъ сравненляхь, которыя можно 
охарактеризовать слЪдующимъ образомъ: 

Если разность а—$ двухъ Цфлыхь чисель а и 6 длится на 


*) Въ настоящее время гри разложен!и большихь чиселъ пользуются 
методами высшей математики и въ частности, т. наз., теор1ей квадратич- 
ныхъ формъ. 
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нфкоторсе число т, то числа а и 6 называются сравнимыми между 
собой по модулю т. 
Сравнимость двухъ чиселъ, по Гауссу, записывается такъ: 


Еф (по4. т). ... (1). 


Формула (1) читается слЪдующимъ образомъ: число а сравним> 
съ числомъ 6 по модулю т, иначе говоря, разность чиселъ а и 6 
длится нацЁёло на т. 

Такъ, напр., можемъ написать, что 


13==1 (то4. 4), 


потому что разность 13—1 длится на 4 нац$ло. 
На томъ же сснован!и 


37==7 (точ. 10) 
23==5 (точ. 6) ит. д. 


Указанныя соотношен!я и носять названйя сравнешй. 

Сравнен!я замЪчательны тЪмЪ, что къ нимъ, какъ оказывается, 
могуть быть примфнимы н%$которыя дЪйств!я, аналогичныя 
дЪйствьямъ надъ уравнен!ями. Такъ, напр., два сравненйя по 
одному и тому же модулю можно почленно складывать, вычитать 
и умножать, иначе говоря, изъ сравненй 


а==ф (то4. т) и с=а (1104. т) 


можемъ получить: 
а--ь==6--а (то49. т). 
а-—с==6—а (то4. т). 

ас ==$4  (то4. т). 


Въ справедливости этихъ соотношен! нетрудно уб$диться. 
разсмотрфвъ числовые прим$ры. 

На этихъ зависимостяхъ основанъ пр1емъ, дающйЙ возможность 
произвести провЪфрку сложныхъ вычисленмй, состоящихъь изъ 
сложен!й, вычитанй и умноженйй. 

КромЪ того, обЪ части сравнен!я можно также возводить въ лю- 
бую цфлую положительную степень, т.-е. можно изъ сравненя 
а==ф (то4. т) получить сравнен!е а“==ф”" (то4. т). 
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Положимъ далфе, что мы имЪемъ цфлый относительно х многс- 
членъ п-сй степени съ цфлыми коэффищентами 


Ах Ва Сл .... + Ах-НЁ, 


и пусть при х=а данный многочленъ принимаетъ значене, 
дфлящееся нацфло на нфкоторое простое число р; тогда мы мо- 
жемъ написать, что Аа“--Ва’-*-- ... --Ка-+-Ё==О (точ. р). 

Полученное сравнен!е даетъ возможность провести аналог!ю 
сравнен!й съ алгебраическими уравнен!ями далЪе, а именно за- 
даться вопросомъ о ршен!и сравнен!я, аналогично рьшен!ю 
уравнев! въ алгебрЪ. 

Подъ рЪшен!емъ сравнен!я подразумЪвается отыскане такихъ 
значен!й для х, при которыхъ 


Ах” Вл-1-- Сл7--- ... -Кх-+-ГЕЕО (то. р)... (2). 


Всякое значен!е х, удовлетворяющее поставленному вопросу, 
называется корнемь сравневя. | 
_Положимъ, что мы имемъ сравнене 


2--22—3==0 (то4. 6). 


Чтобы найти корень даннаго сравнен!я, мы, очевидно, должны 
ршить вопросъ, при каксмъ значен!и х данный трехчленъ дф- 
лится на 6 безъ остатка. Такимъ значен!емъ будетъ, напр., х=3. 

Если данное сравнен!е имЪеть корнемъ нЪкоторое число а, то 
этоть корень, вообще говоря, не будеть единственнымъ. Какъ 
оказывается, тому же сравнен!ю будетъ удовлетворять и каждое 
число, сравниваемое съ а по модулю р. 

Получается такимъ образомъ безконечный рядъ чиселъ, рас- 
пространяющИйся въ обЪ стороны оть р: 


... а-—Зр; а—2р, а-р, р, ар, а-2р, а Зр ... 


Совокупнссть всфхъ этихъ чиселъ, нссящихъ названйе класса 
чисель по модулю р, разсматривается, какъ одинъ корень дан- 
наго сравнен!я, но одинъ изъ нихъ, именно тотъ, который 
содержится среди чиселъ, меньшихъ р, т.-е. среди чиселъ 
0, 1, 2, 3...р—1, принимается за представителя класса и на- 
зывается вычетомъ по модулю р всЪхъ чиселъ разсматриваемаго 
класса. 
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Но аналог!я сравнен!й съ уравнен!ями не сохраняется все-таки 
во всей полнот. Существують так!я сравненИя, которыя не 
иМЪють ни одного корня. Возьмемъ, напр., сравнен!е 


д--1==0 (то. 3). 


Ему нельзя удовлетворить никакимъ цфлымъ значенемъь х. 

ЗдЪсь, слЪдовательно, теорема алгебры, что всякое уравнен!е 
иметь по крайней мЬрЪ, одинъ корень, не примънима. Но пред- 
ложене, что сравнеше п-ой степени при простомь модуль р не 
иожеть имтьть болтье п корней, остается въ силф. 

Продолжая аналог1ю съ алгебраическими уравнен!{ями мы нахо- 
димъ, что показательнымъ уравнен|ямъ алгебры въ теор!и чиселъ 
соотв тствуютъ показательныя уравнен!я вида а*=6 (по4. т), 
разсматривая которыя, мы приходимъ къ теор1и вполнЪ ана- 
логичной теор4и логариемовъ. Эта теор!я устанавливаеть, что 
существуеть такой положительный показатель п, для котораго 


а" ==1 (под. т)... (5) 


Число а называется принадлежащимь къ показателю п, если: по- 
слЪднЙ есть наименьшее число, при которомъ можеть существо: 
вать сравнеше (5). 

КромЪ того, устанавливается сравнене 


а?" ==1 (то4.р).... (6) 


данное Ферматомъ и состоящее въ томъ, что для каждаго 
простого числа р, (р—1)-ая степень любого числа, не дълящагося 
на р, сравнима съ 1 по модулю р. 

Если при существован!и сравнен!я (6) не существуеть ни- 
какого числа т, меньшаго р—1, при которомъ имЪло бы мЪсто 
сравненйе 

а" ==1 (то р), 


то числа а, принадлежация къ показателю р—!, называются 
первообразными корнями модуля р. 
Оказывается, что показательное сравнене 


а^==ф (под. р) 
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рЪшается при всякомъ 6, не дълящемся на р, если только а есть 
первообразный корень р. 

Въ этомъ случа показатель х называется индексомь числа 5, 
а корень а — основашемь индексовъ. 

Индексы, какъ видимъ, соотвЪтствуютъ логариемамъ; въ теор!и 
чисель они даютъ возможность упрощать вычислен!я, подобно 
логариемамъ, замЪной умножен1я чиселъ сложен1емъ индексовъ, 
а возвышен!е въ степень — умноженйемъ индекса на число. 
Существуеть даже и таблица индексовъ для всБхъ простыхъ мно- 
жителей до 1000. 

Если мы возьмемъ сравнен!е 1-й степени вида 


ах с ==0 (точ. 6), 


то оно, очевидно, для х дасть только одно рьшен!е изЪ ряда чиселъ 
0, 1, 2, 3... 65Ь—1, если а и 6 взаимно простыя. Это указываеть 
опять на сходство сравнен!й съ уравнен1ями. 

Что касается квадратныхъ сравненйй, то они, подобно квадрат- 
нымъ уравнен1ямъ, могуть быть приведены къ неполнымъ сравне- 
н1ямъ вида 


22==4 (то4. р). 


Такое сравнен!е имфетъ или два корня или ни одного. Въ 1-мъ 
случаЪ число 4 носитъ назван!е квадратичнаго вычета по модулю р, 
а во 2-мъ случаЪ 4 называется квадратичнымь невычетомь по 
модулю р. 

Въ теор!и чиселъ кромЪф учен!1я о сравнешяхъ большую роль 
играеть особенное, изобрЪтенное проф. Бугаевымъ, учеше о чис- 
ловыть производныхь, дЪйствующее надъ числовыми функ- 
ями способами, похожими на способы дифференщальнаго 
исчислен!я. 

Болышой интересъ представляетъ также вопросъ о возможности 
совмфстнаго рфшен!я двухъ сравнеШй вида 


гДЪ ри 9 простыя числа. 


4: АСЕ, «> и; <. 
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Этотъ вопросъ въ концф концовъ привелъ къ открыт!ю такъ 
называемаго закона взаимности квадратичныхь вычетов, играю- 
щаго въ современной теор!и чиселъ весьма важную роль. 

Изъ этого закона, при 
обобщен1и и распростра- 
нен!и его на сравненя 
высшихъ степеней, раз- 
вилась ариеметическая 
теорзя алгебраическить 
величинъ. 

Эта теор1я вырабаты- 
валась°въ теченйе всего 
ХХ вЪка; она пред- 
ставляеть собой непо- 
средственное обобщен!е 
основныхь — классичес- 
кихъ предложен!й теор!и 
чиселъь на новые классы 
чиселъ. | 

Гауссъ, которому ари- 
еметическая теорля алге- 
браическихь величинъ 
обязана своимъ разви- 
т1емъ, ввелъ въ разсмот- 
рЪн1е цфлыя комплекс- 
ныячиславидаа--5.Ока 
залось, что кънимъ прим$нима вся Эвклидовская теор!я дЪлимости. 

Дальнфйц!е шаги въ развит!и теор1и чиселъ были сдЪфланы 
благодаря распространен!ю теор1и на область иъълыхь алгебраи- 
ческилхъ чиселъ, при чемъ подъ цфлымъ алгебраическимъ числомъ 
подразумЪвается корень уравнен1я вида 


тар... их 10, 
въ которомъ коэффищентъ при х” равенъ единиц$, а остальные 
коэффищенты — цфлыя числа, не имъюцИя общихъ множителей *). 


Засл. проф. Моск. Унив. 
Н. В. Бугаевъ. (1837—1903). 


*) Замътимъ, что дробные корни имфютьъ уравнен1я, въ которыхъ козф- 
фищенть при х" не единица, а нфкоторое цфлое число А. 


" 


‘современная теор!я чиселъ. 
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При распространен!и законовъ теор!и чиселъ на эту новую 
область было замфчено, что нфкоторые классы чиселъ подчи- 
няются вполнф основнымъ законамъ ариеметики, а н$которыя, 
и ихь большинство, совершенно выходятъ изъ рамокъ этихъ 
законовъ. 

Такъ, напр., оказывается, что ЦЪФлое алгебраическое число 
можно разложить на множители не однимъ способомъ. 

Объяснен!е этого обстоя- 
тельства стало возможнымъ 
лишь при введении Кумме- 
ромъ несуществующихъ, такъ 
называемыхъ, идеальньйь чи- 
сель, обладающихъ свойствомъ 
при соотв$тствующей группи- 
ровкЪ въ произведен!я давать 
существующ!я числа. 

Теор1ей идеальныхъ чиселъ, 
въ сущности, и заканчивается 


Сближен!е теор!и чиселъ 
съ анализомъ безконечно-ма- 
лыхъ повлекло за собой раз- 
работку особой части, нося- 
щей назван!е аналитической 
теор й, чисель. Начала этой Гёттингенск!й математикъ 
теор1и были положены Ди- Дирихле. (1805—1859). 
рикле; затЪмъ появились из- 
слЪдован1я, показавш!я связь теор!и чиселъ съ теор!ей эллип- 
тическихъ функшй. 

Такимъ образомь мы видимъ, что теор!я чиселъ, выйдя изъ 
начальныхь рамокъ ариеметики, разрослась въ цзлую математи- 
ческую дисциплину, которая для знатока ея составляетъ не- 
отразимую прелесть и обаян1е своей произвольностью и непосрел- 
ственностью въ методахъ изслЪпованя. 


2 РАЗИН РОГГЕ 


О ООО: бы 


Великая теорема Фермата”), 


Среди безчисленнаго множества разнообразныхъ теоремъ теор!и 
чиселъ находится одна, повидимому чрезвычайно простая теорема, 


Пьеръ Ферматъ (Регта\ф). 
(1608 — 1665). 


сущность которой сводится 
къ слЪдующему: 

'Уравнене хх" -- у" = зп 
не можеть быть ртъщено 
въ цъълыьхть числать относи- 
тельно , уи # при цьлыть 
значеняхь показателя п, 
большить 9. 

Это предложеше, принад- 
лежащее Фермату, одному 
изъ генальнЪйшихъь мате- 
матиковъ всЪхъ временъ, 
носить названйе великой 
теоремы Фермата. Фермать, 
юристь по професси, жилъ 
отъ 1608 г. до 1665 г. и 
занималъь должность при 
парламентЪ въ гор. ТулузЪ. 
Онъ былъ страстнымъ лю- 
бителемъ математики и все 
свое свободное время удф- 
лялъ математическимъ заня- 


тямъ. Свое предложеше, какъ и мнойя друйя, онъ записалъ 
въ вид примфчан1я на поляхъ книги греческаго математика 


*) При составлен!и этой статьи матер!аломъ служила книжечка Литц- 


мана — «Теорема Пиеагора». 


а 


ыы 
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— 241 — 


Д1офанта, какъ разъ въ томъ ея мЪстф, гдЪ шла рФчь объ урав- 
нен!и 27 -- у? = 2*; онъ, между прочимъ, пишеть, что нашелъ 
удивительное доказательство своего предложенйя, но не при- 
водить его за недостаткомъ мЪста. 

Въ чемъ состояло это доказательство, осталось неизвЪстнымъ. 
Съ тхь поръ мног!е ген!альные математики пробовали свои 
силы надъ разрЪшен!емъ этой проблемы, но безуспЪшно; исчер- 
пывающаго доказательства еще не было до сихъ поръ; хотя 
для большого числа показателей теорема уже доказана, но ме- 
тоды, на которыхъ построены эти доказательства, большею частью 
выходять за предЪлы элементарной математики. 

Въ 1907 году умерший въ ДармштатЪ математикъ д-ръ Вольф- 
скель завЪыщалъ Геттингенскому Обществу Наукъ капиталъ 
въ 100000 марокъ съ тфмъ, чтобы эта сумма была выдана 
въ видЪ прем!и лицу, давшему полное доказательство теоремы. 

На основан!и постановленя Геттингенскаго Общества Наукъ 
доказательство должно быть сбязательно гдЪ-либо напечатано 
(въ журналЪ или въ видЪ отдфльной статьи); рукописныя же 
доказательства разсмотрфню не подлежать. Премя прису- 
ждается не ране, какъ черезъ два года послЪ опубликованя 
доказательства. Если до 2007 года теорема доказана не будетъ, 
то прем!я отм$няется, что же касается процентовъ съ капи- 
тала, то они по уставу идутъь на содЪйств!е развит!ю матема- 
тическихъ наукъ. 

Хотя прем1я до сихъ поръ никому еще не присуждена, но 
проценты съ капитала выдавались обществомъ нЪсколько разъ. 
Такъ, напримфръ, было выдано 1000 марокъ д-ру Вифериху 
за опубликованную имъ въ нфмецкомъ математическомъ журналЪ 
статью по поводу теоремы Фермата, значительно подвинувшую 
впередъ вопросъ о ея доказательствЪ. КромЪ того, нЪсколько 
разъ на проценты съ капитала общество организовывало раз- 
личныя лекши (Пуанкаре, Лоренца). 

До появленйя прем1и Вольфскеля теорема Фермата иитересо- 
вала только опред$ленный кругъ серьезныхъ ученыхъ, но вслЪдъЪ 
за опубликованйемъ Геттингенскимъ ученымъ обществомъ условй 
прем!и, за доказательство теоремы взялись лица всевозможныхъ 
професс1й — коммерсанты, гимназисты, студенты, врачи, адвокаты, 
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дамы и т.п. и не только изъ Германи, но изъ всевозможныхъ 
государствъ. 

Прежде, время оть времени, различныя редакЦи математи- 
ческихь журналовъ получали разнообразные опыты трисекц!и 
угла или квадратуры круга, невмотря на существован1е строгаго 
доказательства невозможности разрфшен!я этихъ проблемъ по- 
строевемъ при помощи циркуля и линейки (при конечномъ числЪ 
построен! й). ПослЪ же объявленйя преми эти задачи уступили 
мЪсто теоремЪф Фермата, при чемъ доказательствъ было прислано 
очень много; въ настоящее время число ихъ далеко превышаетъ 
тысячу. Одинъ изъ лейпцигскихъ математическихъ журналовъ 
(Атсу 4ег МайетайкК ипа РЫЗК) отвелъ даже мЪсто для по- 
мЬщен!я критики этихъ доказательствъ; всЪ разобранныя въ немъ 
пока доказательства оказались ложными. 

Но тЪмъ не менфе число доказательствъ все увеличивается, 
при чемъ среди нихъ попадаются и длинныя, и коротвя, а н%- 
которыя заключають въ себЪ лишь нфсколько строкъ, но всЪ 
эти доказательства свидЪтельствують только о томъ, что соиска- 
тели преми не имфють никакого поняйя о серьезномъ мате- 
матическомъ значен!и проблемы. 

Дъйствительные же результаты, достигнутые въ доказатель- 
ствЪ теоремы Фермата, въ общихъ чертахъ сводятся къ слЪ- 
дующему: 

Эйлеръ доказалъ теорему для показателей 3 и 4, а Дирихле 
для показателя 5. ДалЪе, Куммеръ (1810 — 1893), при помощи 
созданныхь имъ методовъ современной алгебраической теор1и 
чиселъ, значительно подвинулъ вопросъ, доказавъ невозмож- 
ность рЬшен!я задачи для цЪлой группы показателей, предста- 
вляющихь собой такъ называемыя правильныя простыя числа, 
къ которымъ принадлежить большинство простыхъ чиселъ; такъ, 
напримфръ, до 100 къ этимъ правильнымъ числамъ не принад- 
лежатъ только числа 37, 59 и 67. 

Куммеръ доказалъ, кромЪ того, теорему и для н$которой 
группы неправильныхъ простыхъ чиселъ, въ которую входять 
и числа 37, 59 и 67. Такимъ образомъ для показателей до 100 
теорема доказана, но полнаго доказательства теоремы, для всЪхъ 
показателей, еще не дано. По мнЪ=ю современныхъ предста- 
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вителей теор1и чиселъ, къ Цфли можно прйти дальнЪфйшимъ 
развит1емъ идей Куммера, въ особенности въ томъ направленйи, 
въ какомъ въ настоящее время работаеть Гильбертъ. 

Разсмотримъ теперь. теорему Фермата съ геометрической точки 
зрЪн!я. | | 


И п п 
Разд$лимъ уравнен!ех" -- у" = 2" на 5"; тогда (=} - (2) =1. 


Хх 
Полагая Ри : — $, получимъ: ий =1. 


Выразимъ теперь теорему Фермата примЪнительно къ полу- 
ченному уравнен!ю; будемъ имЪть слЪдующее: 
‚ Уравнене 9" -|- {* = | не можеть удовлетворяться положи- 
тельными рацюнальными значенями фи # при п> 2. 


НИ 
Представивъ полученное уравнен!е въ видЪ о=И1—, 


НИИ 
разсмотримъ кривую, соотвфтствующую функщи #= И! —# 
при п, равномъ 2, 3, 4 ит.д. 

На рис. 52 сплошная кривая 
ВСА, представляющая собой дугу 
окружности рамуса В=1, бу- 
деть  соотвфтствовать функщи 
в=И1—В: каждая точка этой 
кривой, напримЪръ, точка Р будеть 
удовлетворять ур-ю 9-Е -=1. 

Уравнене о=У1— пред- 
ставляеть собой уравнен!е окруж- 
ности рашуса 1. Вопросъ объ 

Рис. 52. отысканйи ращональныхъ значен!й 
уравнен1я (1) приводится къ опредЪфленю рац1ональныхъ 
чиселъ, выражающихь точки, черезъ которыя проходить по- 
лученная окружность*). 

‚ Давая показателю п послфдовательно значен!я 3, 4, 5ит.д.и 
строя соотвЪтствующ]я кривыя, мы замфтимъ, что онф будуть 
все болфе стремиться къ сфян!ю съ прямыми ВМ и АМ, то-есть 
со сторонами квадрата. 


*) Подробности по этому вопросу читатель можеть найти въ интересной 
книжкЪ Литцмана — Теэрема Пиеагора. Изд. Матезисъ, Одесса. 1912 г. 
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Какъ же пояснить геометрически, что уравненйе о"- #"=1 
не имфеть ращюональныхъ значенйй при п_> 2? Это значить, 


% . 
что кривыя, выраженныя уравненемъ 9 = И!г— *, за исклю- 
чен!емъ случая п = 2, не проходятъ ни черезъ одну точку съ ра- 
цональными координатами; эти кривыя извиваются между 
безчисленнымъ множествомъ точекъ съ раш1ональными коорди- 
натами, но ни одной такой точки не касаются на своемъ пути. 


Теорля множествъ. Трансфинитныя 
числа. 


При изучен!и математики приходится встрЪчаться съ различ- 
ными характерными собран!ями чиселъ, каковы, напр., числа 
положительныя, отрицательныя, Цфлыя, дробныя, рацщональ- 
ныя, ирращональныя и т.п. 

Каждая изъ такихъ отдфльныхъ группъ, или, иначе говоря, 
совокупностей чиселъ содержитъ ихъ безконечно много. И воть 
здФсь-то и возникаетъ прежде всего вопросъ, нельзя ли, несмотря 
на безконечное множество чиселъ той или иной категори, срав- 
нить ихъ между собой по величинЪ или по объему, другими сло- 
вами, нельзя ли «безконечность» одной совокупности сравнить 
такъ или иначе съ «безконечностью» другой совокупности. 

Этотъ, повидимому неопредЪленный, вопросъ легъ въ основу 
цБлой математической теор!и, носящей назван!е теор ансамблей 
или множеств. 

Эта теор!я обязана своимъ возникновен1емъ профессору Георгу 
Кантору изъ Галле, который установилъ вполнЪ точныя ПоНЯтЯ 
въ этой области и съ ‘помощью ихъ выяснилъ трудный вопросъ 
о сравнен!и безконечностей. 

Подъ словомъ «ансамбль» или «множество» (иначе, комплексъ) 
разум$ють не только собран!е того или иного рода чиселъ, но 
совокупность н$котораго конечнаго или безконечнаго числа 
опредЪленныхъ элементовь, каковы, напр., числа, точки, урав- 
нен1я и т. под., при чемъ, если данный ансамбль состоитъ изъ 
конечнаго числа элементовъ, то онъ называется конечнымъ, 
а если изъ безконечнаго числа элементовъ, то — безконечнымъ. 
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Прежде, чЪмъ сравнивать между собой безконечные ансамбли 
является необходимымъ распространить на нихъ понят!е о числ. 
элементовъ` конечныхъ ансамблей, которые легко сравнить другъ 
съ другомъ. Дия этого обобщен!я вводится понят!е о такъ назы- 
ваемой мощности безконечнаго ансамбля и эти-то мощности 
сравниваются между собой. 

Пусть мы имфемъ два конечныхъ ансамбля А и В съ одинако- 
вымъ числомъ элементовъ, такъ что 


; > 


А состоить изъ элементовъ а1, ао, @з, @4, ..--@ И 
В — изъ элементовъ $, 6, 63, 6, .... 0». 


Возьмемъ по одному элементу оть каждаго изъ ансамблей, напр., 
элементъ а, изъ ансамбля А и элементь 6, изъ ансамбля В и со- 
ставимъ изъ нихъ пару (а:, 6.); изъ оставшихся элементовъ ан- 
самблей А и В снова беремъ по одному и сопоставляемъ ихь 
ит. д. Такимъ образомъ получимъ пары (а@», 6»), (@з, 63)... .- И» 
наконецъ, (а„, 8.) такъ что послЪ п.указанныхъ сопоставленй, 
мы исчерпаемъ всЪ элементы того или другого конечнаго ан- 
самбля. Этоть процессъ сопоставленйя двухъ ансамблей носить 
назван!е отображеня ансамблей. Элементы ансамбля А называютъ. 
оригиналами, а элементы ансамбля В — ихъ изображенлями. 

Произведенное сопоставлен!е элементовъ двухъ ансамблей на- 
зывается однозначнымъ въ томъ случаЪ, если каждому элементу 
одного ансамбля сопоставляется одинъ и только одинъ элементъ 
другого. 

Подобное однозначное сопоставлен1е элементовъ двухъ конеч- 
ныхь ансамблей условно распространяютъ и на случай. двухъ 
безконечныхъ ансамблей; при этомъ, если между ихъ элементами 
можно установить указанное сопряжене, т.-е. если ихъ элементы 
можно взаимно-олнозначно сопоставить, то говорятъ, что данные 
ансамбли имфють одинаковую мощность, если же подобное со- 
пряжен!е невозможно, то говорятъ, что ансамбли имЪють раз- 
личную мощность; въ послъднемъ случаф оказывается, что ка- 
кимъ бы образомъ мы ни пытались сопоставить элементы обоихъ 
ансамблей, у насъ всегда останутся лишне элементы и при томъ 
всегда отъ одного и того же ансамбля, который такимъ образомъ 
будеть имфть ббльшую мощность. 
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ЗамЪтимъ, что въ области вещественныхъ чисель мы имЪфемь 
дЪло съ ансамблями натуральныхъ чиселъ, ращональныхъ чиселъ, 
алгебраическихъ чиселъ и, наконецъ, всЪхъ вещественныхъ чиселъ. 

Если бы мы захотФли сравнить мощность этихъ ансамблей 
другъ съ другомъ, то на первый взгляд немъ можеть показаться, 
что мощность ансамбля натуральныхъ чисель меньше мощности 
ансамбля ращональныхъ чиселъ, а эта послЪдняя, въ свою очередь 
меньше мощности всЪхъ алгебраическихъ чиселъ и что, наконецъ, 
послЪдняя меньше мощности всЪхъ вещественныхъ чиселъ, такъ 
какъ каждый изъ этихъ ансамблей возникаетъ изъ предыдущаго 
путемъ присоединен!я къ нему новыхъ элементовъ. 

Но на самомь дтьлть подобное заключене лишено всякаго ссно- 
ван!я: хотя конечный ансамбль всегда иметь ббльышую мощ- 
ность, чмъ любая его часть, но такой взглядъ ни въ какомъ 
случаЪ нельзя переносить на безконечные ансамбли. Слфдуетъ 
ИМЪТЬ ВЪ виду, что вст тть соотношеня, которыя имтъють мтъсто 
для конечныхь ансамблей, совершенно не имъють мтьста, как® 
только мы переходимь къ ансамблямь безконечнымъ. 

Да так!я уклонен1я, въ концЪ концовъ, уже и не такъ удиви- 
тельны, если имЪть въ виду, что здЪсь мы переходимъ въ совер- 
шенно иную, новую для насъ, область. Какимъ бы поразительнымъ 
‘показался тотъ фактъ, что часть безконечнаго ансамбля можеть 
имЪть мощность, одинаковую со всЪмъ ансамблемъ, все же это 
такъ, и мы въ этомъ можемъ убфдиться на слЪдующей задач$. 


Чего больше — всъть ли чисель натуральнаго ряда или же 
встьъхь цтълыхть чисель, кратныхъ 10. | 


Для рЪшен!я этого вопроса напишемъ рядъ натуральныхъ 
чиселъ и подъ нимъ другой рядъ, полученный изъ перваго умно- 
женйемъ на 10 каждаго изъ чиселъ перваго ряда. 

Будемъ имЪть 


1, 2, 3, 4, 5... п еее. . (1) 
10, 20, 30, 40, 50.... 10,.... (2) 


Не трудно видфть, что второй рядъ заключаетъ въ себф всЪ 
возможныя цфлыя числа, кратныя 10, и что, кромЪ того, каждому 
изъ чиселъ второго ряда можно сопоставить одно и только одно 
опредЪленное число ряда (1). А разъ только между элементе ти 
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двухъ ансамблей можно произвести однозначное сопоставлен!е, 
то мощности такихъ ансамблей одинаковы, иначе говоря, въ ряду 
(2) чиселъ, кратныхъ 10, столько же, сколько въ ряду (1) имЪется 
всЪхъ чиселъь натуральнаго ряда. 

Такимъ же образомъ можно показать равенство мощностей 
ансамбля натуральнаго ряда чисель и ансамбля всЪъхъ чет- 
ныхь чисель или чисель кратныхъ 3, 4 и, вообще, п. Отсюда 
видимъ, что ансамбль натуральнаго ряда чиселъ имЪеть одина- 
ковую мощность со своими частями, состоящими изъ чиселъ, 
кратныхъ н$Ъкотораго числа п. 

Ансамбли, имфюцйе мощность, одинаковую съ мощностью 
натуральнаго ряда чиселъ, носятъ назван1е нумерованныл или 
перечислимыхъь ансамблей, а всЪ остальные — неисчислимыхь. 

Оказывается, что мощность нумерованныхъ ансамблей есть са- 
мая малая мощность. 

Канторъ, разсматривая мощности разнообразныхъ ансамблей, 
показалъ, что ансамбли всъхъ чиселъ нат. ряда, всфхъ вообще 
цфлыхь чиселъ (полож. й отриц.), ращональныхъ и всЪхъ алгеб- 
раическихъ— имЪють одинаковую мощность, а ансамбль всЪхЪ ве- 
щественныхъ чисель иметь отличную оть нихъ мощность и 
именно большую. 

А между тёмъ во всЪхъ этихъ ансамбляхъ имЪются весьма 
характерныя различ!я; такъ, напр., ансамбль натуральнаго ряда 
чисель содержить первый элементъ (нуль), который предше- 
ствуеть всфмъ остальнымъ, но не иметь послфдняго элемента, 
ансамбль всъхь положительныхъ и отрицательныхъ цЪлыхъ чи- 
сель не имфетъ ни перваго, ни послВдняго элемента; въ то же 
время въ обоихъ ансамбляхъ за всякимъ элементомъ слЪдуетъ и 
ему предшествуеть опред$ленный другой элементъ. У ансамбля 
всЪхь алгебраическихъ чиселъ между каждыми двумя элементами 
всегда лежитъ безконечно много другихъ элементовъ, при чемъ 
среди нихъ нельзя указать точно ни наименьшаго, ни наиболь- 
шаго элемента. 

Вотъ этоть-то вопросъ о всЪхъ возможныхъ типахъ располо- 
жен!я элементовъ ансамблей, какъ исчислимыхъ, такъ и неисчи- 
слимыхъ, вопросъ объ изучен!и расположенйй ансамблей и со- 
ставляеть другую задачу теор!и ансамблей. 


* 
я 
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КромЪ того, ученйе объ ансамбляхъ переносится и на геометр!ю 
и здЪсь открываются еще бол5е широве горизонты для изслЪдо- 
ван1я. 

Упомянемъ здЪсь о такъ называемыхъ трансфинитныхь числаль, 
съ которыми приходится сталкиваться въ теор1и ансамблей. 

Подъ трансфинитными числами понимаются числа, представляю- 
шщ1яся какъ бы ббльшими безконечности. 

Къ понятю о возможности существован!я подобныхъ чиселъ 
можно, напр., прИйти слЪдующимъ образомъ. 

Положимъ, что мы имфемъ нфкоторый отрЪзокъ прямой, длина 
котораго а. Разсматривая этотъ отрфзокъ, мы заключаемъ, что 
онъ содержитъь въ с6бЪ безконечно большое число точекъ. 

Если мы поставимъ себЪ вопросъ: «что можеть быть больше 
этого безконечно болышого числа точекъ прямолинейнаго от- 
рЪзка?», то на первый взглядъ кажется, что большаго числа 
указать нельзя. 

Но, однако, мы видимъ, что площадь квадрата, имъющаго 
стороной данный отрЪфзокъ, заключаеть въ себЪф безконечно 
большое число этихъ отрЪзковъ. Сл$довательно, площадь квад- 
рата содержитъ въ себф «безконечно большое число безконечно 


‘большихъ чиселъ точекъ». Въ этомъ случаЪ принято выражаться 


проще, а именно: число точекъ въ отрфзкЪ равно безконечности 
перваго порядка, которую обозначаютъ символомъ со, а число 
точекъ въ площади квадрата равно безконечности второго по- 
рядка, которую обозначаютъ символомъ оо“. 

Нетрудно видЪть, что въ кубЪ, ребро котораго равно длинЪ 
даннаго отрфзка, будеть безконечно большое число квадратовъ; 
говорять, что число точекъ въ кубЪ выражается безконечностью 
третьяго порядка и обозначается символомъ ооз. 

Отсюда видимъ, Что и самыя безконечности бываютъ различны 
и что безконечность (п--1)-го порядка больше безконечности 


п-го порядка въ безконечное число разъ, т.-е. что 


п3+1 

со + 

— = со. 
со’ 


Эти-то безконечно болышя числа, большия безконечности 
перваго порядка и называются трансфинитными числами. 


Отрывки изъ теории вЪроятностей. 


Изъ истори теорм вЪфроятностей. 


Нужно ли говорить, что математика играеть очень важную 
роль въ современной наукЪ? Почти нЪть ни одной отрасли знаний, 
гдЪ бы въ той или иной формЪ не фигурировала математическая 
формула. Даже такъ называемыя «случайныя явлен1я», и ть не 
могли скрыться отъ остраго безпокойно пытливаго ума жрецовъ 
матем: тической науки. 

Мощнымъ взлетомъ мысли они охватили область хаотичнаго, 
связали причины съ случайностью, открыли въ ней законы и лиш- 
НЙ разъ показали намъ ту стройность, которая царить во все- 
ленной. Но, какъ соколъ, расправивъ крылья передъ полетомъ, 
сначала бЪжить по землЪ, а затЬмъ вдругъ круто поднимается 
въ высь и гордо паритъ надъ землею, такъ и великому уму при- 
ходится вначалЪ стлаться по низинамъ мелкихъ фактовъ и явле- 
ый жизни, собирать ихъ, изучать и уже затЁмъ свободно воспарить 
до ихъ законовъ. 

Такъ именно и были достигнуты важные результаты въ теор!и 
вфроятностей, которая, родившись у игорнаго стола, долго не 
могла покинуть игорные кости, карты и т.п. | 

Первая научная разработка этой изящной математической 
дисциплины принадлежитъ великимъ корифеямъ науки ХУП и 
ХУПТ вЪковъ, хотя толчокъ для этого далъ человЪкъ, не обга- 
дави!й математическими познан!ями. Это былъ страстный игрокъ 
въ кссти кавалеръ де-Мерё. Онъ постоянно обращался къ своему 
другу, великому Паскалю, съ просьбами разрЪъшить тотъ или 


иной вопросъ, съ которымъ ему приходилось сталкиваться во 
время игры. Такъ, напр., въ 1654 году кавалеръ де-Мерё пред- 
ложилъ Паскалю слфдующую задачу: ; 


Два игрока внесли въ общую кассу по равной суммЪ 
денегъ и условились, что всю ставку попучитъ тотъ 
изъ нихъ, кто выиграетъ извЪфстное число парт!й. 

Въ силу н$которыхъ обстоятельствъ игра прекрати- 
лась раньше, чфмъ было сыграно условленное число 
парт!й, и именно тогда, 
когда первому игроку 
не хватало до конца 
игры одной парти, а 
второму двухъ. Спра- 
шивается, какъ дол- 
жно подфлить ставку 
между играющими? 


Паскаль рЪшилъ задачу 
такимъ образомъ: 

Первому игроку несо- 
мнЪфнно принадлежитъь по- 
ловина ставки, такъ какъ, 
если бы 2-ой и выигралъ 
слЪдующую парт!ю, то шан- 
сы на получен1е всей ставки 
были бы равны (у каждаго 
оставалось бы по одной . ФранцузскйЙ математикъ 
парти до конца). Блэзъ Паскаль (1623—1662). 

Что же касается второй 
половины, то шансы на выигрышъ у обоихъ одинаковы, слф- 
довательно, ее надо подЪфлить поровну. 

Отсюда выходить, что первый игрокъ долженъ получить 


13, а второй Е всей ставки 
24 4 4 ° 

Паскаль далъ рЪшен!е этой задачи и въ общемъ видЪ, когда 
до конца первому игроку не хватаетъ, вообще говоря, т, а вто- 


рому п партий. 
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Эту же задачу, по предложен1ю Паскаля, рьшилъ и Фермать, 
но другимъ способомъ и для любого числа игроковъ. 

Обсуждая каждое рЪшен!е, эти два великихъ человЪка всту- 
пили въ переписку и такимъ образомъ заложили тотъ фундаментьъ, 
на которомъ покоится теперь вся математическая теор1я вЪъроят- 
ностей. 

Такимъ образомъ, начавшись съ разрЪшен]я мелкихъ вопро- 
совъ обыденной жизни, вопросовъ, касающихся наживы на 
чужой счеть посредствомъ азартныхъ игръ, теор!я въроятностей 
пышно расцв$ла въ чистую науку, приложен1я которой въ прак- 
тической жизни въ высшей степени благодЪтельны. 


Кратёя свЪдфНя изъ теори вЪфроятностей. 


Теор!1я вЪроятностей изучаеть такъ называемыя «случайныя 
явлен!я». При этомъ подъ именемъ случайныхь явленйй по- 
нимаются событя, отличныя оть тЬхъ, которыя извЪстны подъ 
этимъ названемъ въ обыденной жизни. 

Въ общежитии обыкновенно считають «случайными» тая 
явлен!я, которыя не имфютъ причинъ. Это невЪрно. Въ логиче- 
ской послЪдовательности событШ природа не допускаеть скач- 
ковъ. Одно явленйе слЪдуеть за другимъ непосредственно, 
порождая слъдуюийя явлен!я. Предшествовави!я событя мы 
называемь «причинами» послфдующихь за ними (такъ назы- 
ваемый принципь причинности) и если бы нашелся такой ве- 
лик!й умъ, который бы сразу могъь охватить вс происходящ1я 
въ данный моменть событ!я, то для него не было бы никакихь 
случайностей въ слЪдующййЙ моментъ; онъ предвидЪлЪ бы всЪ 
событ1я впередъ; для него жизнь не была бы, по всей вЪроятности, 
загадкой. Но, къ сожалЪн!ю, такого великаго ‘ума не существуеть 
на землЪ. 

Нашьъ же обыкновенный человЪческй умъ не можетъ охватить 
сразу всф происходящ!я событя и, въ силу этого, оть насъ 
ускользають мномя причины явленйй; эти явлен1я для насъ 
какъ бы неожиданны, вфрнЪфе, непредвид$нны. 

Такимъ образомъ, отсутств!е связи между причинами раз- 
личныхъь собыйй является только кажущимся;, на самомъ же 


у 
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ДЪлЪ всякое собыще, какъ бы неожиданнымъ оно ни было, имЪетъ 
свои основан!я и причины для появлен!я. 

ВслЪдств!е этого событ1я, причины которыхъ мы съ точностью 
предусмотрЪть не можемъ, потому ли, что мы ихъ не знаемъ, 
или потому, что он$ слишкомъ сложны, мы называемъ случайными. 

Пояснимъ сказанное на примЪфрЪ. Положимъ, что мы бросаемъ 
монету; можетъ выпасть орелъ или решетка. То или другое про- 
изойдетъ въ зависимости отъ вЪса и формы монеты, оть толчка, 
который мы ей дадимъ при бросанйи, отъ сопротивлен!я воз- 
духа и прочихъ услов!й, которыя въ сущности настолько разно- 
образны и сложны, что не поддаются строгому учету. Поэтому 
результать бросан!я монеты, т.-е. выпаден!е орла или решетки, 
мы называемъ явленй!емъ случайнымъ. 

Несмотря на все разнообраз1е случайныхъ явленйй, житейсяй 
опытъь показываетъ, что они подчиняются нЪкоторымъ законамъ; 
эти-то законы и составляють предметъ теор!и вЪроятностей, 

При изложен1и теор1и вЪроятностей приходится наиболЪе 
часто встрЪчаться со словами: собыпие и случай. 

Случаемь (иначе статочностью, шансомъ) называють всякое 
отдфльное явленйе при какомъ-либо наблюденйи или опыт, 
тогда какъ собыпцемь называютъ появлен!е каждаго изъ одно- 
родныхъ случаевъ. 

`Пояснимъ сказанное на примЪрЪ. Положимъ, что въ урнЪ за- 
ключаются десять бФлыхьъ, шесть черныхъ и четыре красныхъ 
шара. Вынимаемъ наудачу одинъ шаръ изъ этой урны. При этомъ 
мы ожидаемъ 20 случаевь (появленйе каждаго шара въ отдЪль- 
ности) и только 3-хъ собыпий (появлен!е благо, чернаго или крас- 
наго шара). 

Совокупность обстоятельствъ, при которыхъ наблюдается по- 
явлен!е того или иного событя, называется испытанемъ. 

Если при данномъ испытанйи можно ожидать появлен!я н$- 
сколькихъ событ, при чемъ нЪть никакого основанйя думать, 
что одно изъ нихъ произойдетъь предпочтительно передъ дру- 
гимъ, то так1я событ1я называются равновозможными. 

Такъ, напр., если въ урнЪ находятся 4 бЪлыхъ и 4 черныхъ 
шара, то появлен1я при вынут!и бЪлаго и чернаго шара будуть 
событ1ями равновозможными; тогда какъ, если въ урнЪф нахо- 


ИР: -: 
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дятся 8 бЪлыхъ шаровъ и 3 черныхъ, то появлен!я того или 
иного изъ нихъ не равновозможны; больше основанйй будетъ 
ожидать вынуть бЪлый шаръ. 

При всЪхь испытан!яхъ предполагается, что случаи несовмть- 
стимы другъ съ другомъ, т.-е. при наличности одного изъ нихъ 
не можеть быть одновременно другого. 

Если появлен!е н$кото- 
раго событя при испыта- 
ни не достов$рно, т.-е. 
если точно неизвЪстно, про- 
изойдетъь оно или НЪТЬ, 
то МЪру ожиданя этого 
событ1я называютьъ втъроят- 
ностью. 

Нетрудно видЪфть, что 
вЪроятность событ!я зави: 
сить какъ отъ числа слу- 
чаевъ, — благопр1ятствую- 
щихъ его появпен1ю, такъ 
и отъ числа случаевъ, 
не благопр1ятствующихъ 
этому появлен!ю; съ возра- 
станнемь перваго числа 
въроятность событ1я уве- 
личивается, съ возраста- 


н!емъ второго — умень- 

шается. Такимъ образомъ, 

Жанъ Даламберъ (1717—1783). если М будетъь выражать 
Одинъ изъ самыхъ выдающихся математи- число всЪъхъ равновозмож- 
ковъ и философовь ХУИГ стольтя. ныхъ случаевъ при данномъ 


испытами, а т — число 
случаевъ, благопр1ятствующихъ появлен!ю ожидаемаго событ!я, 


т 
то вЪроятность его будетъ измЪняться такъ же, какъ и дробь И 


Отсюда можно вывести слЪдующее опредЪлен!е: 
Математическая втъроятность собыпия измтъряется дробью, 
числитель которой равень числу случаевь, благопрлятствую- 
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щихь появленио ожидаемаго собыпия, а знаменатель — числу 


встьль независимыхь, равновозможныхь случаевъ, исчерпывающить 
= испытанг. 


т 
Дробь -И’ выражающая вЪроятность событ1я, можетъ прини- 


мать всЪ значемя между нулемъ и единицей. 

ВЪроятность обращается въ единицу при т=М, т.-е. когда 
всЪ случаи благопр1ятствують появлен!ю ожидаемаго событя; 
ВЪ этомъ случаЪ событ{е достовтьрно, т.-е. оно обязательно должно 
случиться. 

Отсюда видно, что за единицу мъры въроятностей можно 


принять въроятность достовтърнаго событая. 
т 


При т=0 дробь р, обращается въ нуль, т.-е. при отсутстВ!и 
благопр!ятствующихъ появленю нЪкотораго событ!я случаевъ 
вроятность появлен!я его равна нулю. 

Пусть вЪроятность появлен!я н$Фкотораго событ!я будетъ р. 
Тогда, если всЪфхъ равновозможныхь случаевь при испытани 
будеть М, а благопр1ятствующихь появленю собыя т, то 


т 
РМ. 
® ® т 
Если вфроятность появлен1я ожидаемаго событ!я есть и’ то 
М-т 
вЪроятность его непоявлен!я, очевидно, будеть ———. Обозна- 


М 
чая эту послЪьднюю вЪфроятность черезъ 4 и полагая М—т=п, 
. п 
найдемъ, что =’ 
ВЪроятности р и 4 называются противоположными. Они, 
очевидно, соовЪтствуютъ взаимно-противоположнымъ событ!ямъ. 
Нетрудно видфть, что сумма противополоменыхь втъроятностей 
всегда равна единицъ. 
ДЪйствительно: 


Разсмотримъ здЪфсь, для пояснен!я теор!и, н$Фсколько при- 
мЪровъ. 
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1) Бросаемъ монету, при чемъ предполагаемъ, что она одно- 
родна по физическому строен!ю и геометрически правильна. Ка- 
кова вфроятность появлен1я орла или решетки? 

Въ данномъ случа» М=2 (двЪ стороны монеты). 

Число случаевъ, благопр!ятствующихъ появлен!ю орла и ре- 
шетки одинаково, т.е. т=1 и п=1, слЪдовательно, по фор- 


1 1 
мулф, вЪроятность р=5 для орла и 4-5 дия решетки, иначе 


говоря, шансы одинаковы. 
2) Бросаемъ игорную кость и ищемъ В роятность относительно 


появлен1я одного очка. 
1 __ 5 

‘Въ данномъ случаъ М=6, т=1, п=5, р=р’ =1— : =. 

3) Бросаемъ двЪ игорныхъ кости и ищемъ вЪроятность появле- 
нНя суммы очковъ, равной 3. 

Очевидно, что въ этомъ случаъ М=36 (по 6 граней на каждой 
кости; ксмбинашя всЪхъ граней = 36). 

Означенная сумма можеть появиться въ слъдующихъ двуть 
комбинащяхъ: 

1) На первой кости одно очко, на второй — два. 


2) На первой кости два очка, на второй — одно. 


СлЪдовательно, т=2, а рав 


4) Бросають одновременно двЪ монеты. Одинъ изъ играющихъ 
держитъ пари за орла. Какова в$роятность вскрыт!я орла хоть 


на одной изъ монетъ? 
Всевозможныхъ случаевъ здфсь будетъ 4, а именно: 


1) Орелъ и орелъ. 

2) Орель и решетка. 
3) Решетка и орелъ. 
4) Решетка и решетка. 


Изъ этой таблицы мы видимъ, что первые три случая благо- 
прятствують событю, т.-е. т=3. СлЪдовательно, искомая ВЪ- 
3 
роятность р=д. 
Эта задача представляеть большой интересъ по той ошибкЪ, 


которую сдфлалъь О’А!атЪег, рЪшая ее. Онъ предполагалъ, 
что вмЪсто того, чтобы бросать двЪ монеты за разъ, можно бросать 
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одну и ту же монету два раза. Результатъ долженъ быть одинъ 
и тоть же. При этомь онъ разсуждалъ такъ: 

1-й случай. — При первомъ бросанйи монеты выпалъ орелъ. 
Тогда второе бросанйе становится ненужнымъ, такъ какъ игрокъ, 
держави!й пари за орла, уже выигралъ. | 

2-й случай. — Первое бросанйе дало решетку, второе — орла. 

3-й случай. — Первое бросанйе дало решетку, второе — ре- 
шетку. 

Изъ этого видно, что лицу, державшему пари за орла, благо- 
пр!ятствуютъ два первыхъ случая. Всего же шансовъ 3, слЬдо- 


. 2 
вательно, вЪъроятность выиграть пари Р— 3: 


Ошибка ПР’А!атегРа заключалась въ томъ, что его три слу- 
чая не равновозможны между собою. ВЪроятность перваго случая 
вдвое больше вЪроятности каждаго изъ остальныхъ, такъ какъ 
послЪ выпаден!я орла при 1-мъ бросанйи могутъь появиться при 
второмъ бросанйи или орелъ или решетка (2 равновозможныхъ 
случая), тогда какъ въ двухъ послЪднихъ случаяхъ появлене 
‹событ!й строго опредфлено. Такимъ образомъь Р’А]атЪег* соеди- 
нилъ два случая игры въ дв монеты въ одинъ и тЪмъ нару- 
‘шилъ требованйе равносильности. 

Если вЪроятности двухъ противоположныхъ событий одина- 


1 
ковы, т.-е. р— 5’ то мы ничего не можемъ сказать напередъ 


относительно того или другого изъ нихъ; мы не знаемъ въ этомъ 
случаЪ, что произойдетъ, — шансы равны. Этотъ случай носить 
назван!е принципа отсутствующаго основаня. Когда услов1я 
для событ1я даны въ дЪйствительности, или же они предпола- 
таются данными, то мы вЪроятность вычисляемъ на основанйи 
этихъ данныхъ заранЪе. Это такъ называемая вЪроятность 
@ ртот, въ противоположность вЪфроятности, вычисленной на 
основан]и опыта и называемой вЪроятностью а розегюгу. Можетъ 
возникнуть сомнфн!е, не расходится пи вЪроятность а рйой 
<ъ опытомъ. Опыты показали, что разница очень незначительна 
и уменьшается съ возрастан1емъ числа опытовъ. 

Теор1я вЪроятностей, являясь на помощь наукЪф, даетъ воз- 
можность разрЪшать нЪкоторые вопросы практической жизни, 
въ которой большую роль играютъ такъ называемыя случайныя 


А. Ляминъ. Физ.-Мат. Хрест. Т. 11. 17 
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собымя. Часто послфдн1я обусловливаютъ собою полученйе из- 
въстнымъ лицомъ той или другой цфнности или нЪкоторой суммы 
денегъ. Гакъ, напр., для владфльца фруктоваго сада урожайный 
годъ обусловливаетъ собою обише плодовъ. БольыШЙ заработокъ. 
ремесленника зависитъ, между прочимъ, оть увеличен!я числа 
заказчиковъ. Полученйе страховой прем1и лицомъ, застраховав- 
шимъ себя на дожит!е, находится въ зависимости отъ достижен!я 
кл]ентсмъ установленнаго возраста и т. д: Понятно, что право 
на получен1е этихъ «лучайныхь цфнностей» или «суммъ» мо- 
жетъ быть продано владфльцемъ ихъ другому лицу и, очевидно, 
за сумму, меньшую «случайной» суммы. Интересно поэтому 
установить ту сумму, за которую можеть быть продано право 
на получен!е «случайной цфнности» или «случайной суммы» 
по справедливости. Уяснимъ этотъ вопросъ на примЪрЪ. . 
Положимъ, что разыгрывается въ лотерею какая-либо вещь. 
Билетовъ пущено въ обороть М на сумму въ 9 рублей. Оче- 


видно, что каждый билетъ будетъ стоить у, рублей. Лицо, пр1об- 


рьтя т билетовъ, заплатить, слфдовательно, за право полу- 


. О . №) т 
чен!я случайной ц$нности —разыгрываемой вещи —=т=о-„ ру- 


М М 


. . т 
блей. Обозначая эту сумму черезъ А найдемъ, что А =5’ 


.. т . 
Въ полученнной формулЪ -М есть отношен1е числа случаевъ, 


благопр1ятствующихъ выигрышу, къ числу всЪхъ случаевъ, 
т.-е. вЪроятность р. 


СлЪдовательно, А=5р. (1) 


Эта величина А называется математическимъ ожидашемъ; какъ. 
мы видимъ, она равняется величинть случайной суммы, умножен- 
ной на въроятность ея полученля. 

Но, если услов!е игры допускаетъ выигрышъ и проигрышъ нф- 
сколькихъ суммъ, то формула будеть другая. 

Въ этсмъ случа полное математическое ожидан!е для этого, 
лица опред$ляется суммою математическихъ ожидавЙ всЪхъ слу- 
чайныхъ суммъ въ отдфльности. 
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0 безобидности игръ. 


Подъ игрой въ теор!и вЪроятностей разумЪютъ всЪ тЪ обстоя- 
тельства, которыя, при появленйи н$которыхъ случайныхъ со- 
быт! й, способствуютъ переходу извЪстной суммы денегъ отъ од- 
ного игрока къ другому. | 

Игра, обыкновенно, ведется такъ: участвующее впередъ вно- 
`сятъ въ кассу нЪкоторую сумму денегъ, такъ называемую ставку, 
которая есть не что иное, какъ право на получен1е случайной 
суммы — выигрыша. Ёсли ставка равняется математическому 
ожиданию даннаго игрока, то говорять, что игра безобидна. 

Услов!я такой игры и ея слЪдств!я мы выяснимъ путемъ такихъ 
разсужден!й: 

Положимъ, что выигрышная сумма образуется изъ взносовъ 
въ кассу каждаго изъ участниковъ игры. Пусть играютъ двое, 
при чемъ ставка 1-го изъ нихъ равна а руб., а 2-го — 6 руб., 
слЪдовательно, выигрышъ равенъ (а--5) руб. 

Если вЪроятность на выигрышъ 1-го лица есть р/, а 2-го —р., 
при чемъь р.Ёр.=1, то математическое ожидан!е для игрока, 
внесшаго въ кассу а руб., есть (а--6)р:, а для второго (а-6)р.. 

Если игра безобидна то а=(а-Н)р, и 6=(а-5)р.. 

Изъ этихъ равенствъ находимъ 


_ @ _ 6 2 
6 р. } а также 1—2 И = (2) 

Изъ равенства (1) слЪдуетъ, что для безобидности игры ставка 
игрока должна быть пропорцюнальна въроятности его выигрыша. 

Формулы же (2) выражаютъ вЪроятность выигрыша каждаго 
участника игры при данныхъ услов!яхъ. 

Приложимъ услов!е безобидности къ такъ называемой Генузз- 
ской лотереф, которая состоитъ въ слЪдующемъ: 

Въ кассЪ находится 90 нумеровъ оть | до 90. 

При каждомъ розыгрыш выходятъ 5 нумеровъ сразу. По усло- 
во лотереи участникъ ея можеть поставить ту или иную сумму 
на любой изъ 90 нумеровъ или на любую совокупность двухъ.. 
трехъ, четырехъ или пяти нумеровъ. 

17* 
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Если въ числЪ вышедшихъ пяти нумеровъ оказываются тЪ, 
на которые ставилъ данный игрокъ, то онъ получаетъ изъ кассы 
свою ставку, увеличенную въ 15 разъ, если имъ былъ заявленъ 
одинъ нумеръ; въ 270 разъ, если было заявлено два нумера; 
ВЪ 5500 разъ, если было заявлено три нумера; въ 75000 разъ, 
если было заявлено 4 нумера и въ 1000000 разъ, если было 
заявлено 5 нумеровъ. 

Число всевозможныхъ случаевъ въ этой лотереЪ, очевидно, 


равно числу сочетай изъ 90 нумеровъ по 5 въ каждой: группЪ, 


2 90.89.88. 87. 
М=Си= - 3. = 
Опредфлимъ вЪроятности р:, р», рз, р., Рь, выигрыша для 
игрока, заявившаго одинъ номеръ; для игрока, заявившаго 
два номера ит. д. 
Для облегчен!я мы разобьемъ нашу игру на рядь задачъ. 
1-ый случай будетъ соотвтствовать такой задачЪ: въ урнЪ 
находится | выигрышный билетъ и 89 пустыхъ. Вытаскиваютъ 
сразу 5 билетовъ. Какова вфроятность того, что среди этихъ 
пяти билетовъ окажется выигрышный? 
Разсуждаемъь такъ: Число случаевъ, благопр!ятствующихъ 
появленю выигрышнаго билета, будетъ соотвЪфтствовать только 
тъмъ сочетан!ямъ, въ которыя входить выигрышный билеть и 
4 изъ числа 89 пустыхъ билетовъ. Очевидно, что такихъ группъ 


‘наберется столько, сколько можно произвести сочетанй изъ 
89 по 4, т.-е. 


т.-е. —=43949268. 


С“ 89.88.87. 86 
89— 1.2.3.4 ° 
5 
Число же всЪхъ случаевъ, какъ было уже сказано, равно Со, 
слЪдовательно, для данной задачи вЪроятность 


4 
Су 89.88.87.86 .1.2.3.4.5_1 


—_—_—=>\“——_—————а-——————ы—ы—-= 


1 —90.89.88.87.86.1.2.3.4 18 
90 


2-ой случай соотвЪтствуеть такой задач: въ урнЪ 2 выиг- 
рышныхъ и 88 пустыхъ билетовъ. Вынимается попрежнему сразу 
5 билетовъ. ОпредЪлить вЪроятность того, что среди этихъ 5 би- 
летовъ будуть 2 выигрышныхъ. Разсуждая подобно предыду- 


. 5 
щему найдемъ, что М=Сь. 


о в ааа ам А т 4, ср 


З 
} 
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Число случаевъ, благопр1ятствующихъ появлен!ю двухъ выиг- 
рышныхъ билетовъ, будеть соотвЪтствовать группамъ, въ кото- 
рыя входять 2 выигрышныхъ и 3 изъ числа 88 пустыхъ билетовъ, 
а такихъ группъ, очевидно, будеть столько, сколько получится 
сочетан!й изъ 88 по 3, потому что, прикладывая послЪдовательно 
КЪ НИМЪ 2 выигрышныхъ билета, мы и получимъ требуемое число 
С3 —88 -87 . 86 

88 1.2.3 
СлЪдовательно, вЪроятность 


группъ; поэтому 


{ 


3 
Св — 88.87.86.1.2.3.4.5 2 


—_———ы—ы— — 
38 . 87.861 23 ла 


Подобными разсужден!ями найдемъ, что 


ул 1 
. Св 1 | 1 


© 1748 о 511038’ 75 439925 
Въ выражен!и р Въ числителЪ стоить 1 потому, что, по услов!ю, 
группъ, благопр1ятствующихь появлен!ю пяти выигрышныхъ би- 
летовъ, будеть только одна. | | 
Припомнивъ, что для безобидной игры должно. существовать 
соотношене А=5р, гдЪ А — ставка, 5 —выигрышная сумма, 


] 
р—вЪроятность выиграть, найдемъ, что 5=А р. ПримЪняя . 


эту формулу для даннаго случая, получимъ: 1) 9=А.18: 


2) 5=А.=4.400,5; 3) 5= 4.11748; 4) 5= 4.511038 и 


5) 9=А 4394926, т.-е. 1-ый игрскъ въ случаЪ выигрыша долженъ 
былъ бы получить свою ставку, увеличенную въ 18 разъ, а не 
въ 15, какъ это устанавливаеть лотерея; 2-ой игрокъ долженъ 
получить сумму, въ 400,5 раза большую своей ставки, а не 
ВЪ 270 разъ; 3-й игрокъ долженъ получить 5.11748, а не 5.5500: 
4-ый —5.511038, а не 5.75000 и 5-ый — 5.4394926, а не 5.1000000. 

Итакъ, услов1я Генуэзской лотереи, какъ мы видимъ, далеко 
не удовлетворяють услов1ямъ безобидности; они особенно не- 
| выгодны для ставящихъ на большое число номеровъ. 


Услов!е безобидности игръ. Пусть у насъ имБется налицо игра, 
состоящая изъ ряда отдфльныхь партий, изъ которыхъ ка- 
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ждая кончается выигрышемъь или проигрышемъ для даннаго 
игрока. 

Въ теор1и вЪроятностей доказывается слЪдующая теорема: 

Если при игръ математическое ожидане выпгрьииа одного 
изъ игроковь есть величина поломсительная, то съ втьроят- 
ностью, сколь угодно близкой въ достовърности, моэжно ожи- 
дать, что выперышь даннаго игрока при достаточно большомъ 
числь партий будеть сколь’ угодно великъ. 

Изъ этой теоремы слЪдуетъ, что если математическое ожиданйе 
выигрыша какого-либо игрока есть величина положительная, то 
онъ получить, въ концЪ концовъ, большую сумму денегъ, а если 


его математическое ожидан!йе величина отрицательная, то при 


достаточно продолжительной игрЪ онъ долженъ неминуемо 
разориться. 

Отсюда нетрудно сдфлать слЪдуюцй выводъ: для безобид- 
ности игры математическое ожиданле каждаго игрока должно 
равняться нулю. 


Рулетка въ Мопе Саг!о ®). 


Рулетка, запрещенная для производства въ общественныхъ 
мъстахъ почти во всЪхъ государствахъ, пр!ютилась въ малень- 
комъ государствЪ, княжествЪ Монако, расположенномъ въ кра- 
сивой мфстности на югф Франщи, на берегу Средиземнаго моря. 

На высокой горЪ Моще Сао, спускающейся обрывомъ къ морю, 
среди садовъ почти тропической растительности находится дво- 
рецъ, такъ называемое казино, въ которомъ происходить азарт- 
ная игра. 

Этоть роскошный игорный притонъ принадлежить акщшо- 
нерной компан!и, платящей громадную миллонную аренду 
князю Монако. 

Въ громадныхъ, богато украшенныхъ залахъ казино, на боль- 
шихъ столахъ, расположенныхъ на значительномъ разстоян!и 
другъ оть друга, производятся съ утра до ночи, цфлый годъ 
безъ перерыва, двЪ азартныя игры: рулетка и тете ет диагате 
(тридцать и сорокъ). | 


*) Заимствовано изъ книги Граве — Энциклопед!я математики. 


„т ща 
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` Около каждаго стола толпится большое число играющихъ. 
Рулетка — игра болЪе дешевая, такъ какъ наименьшую ставку 
составляетъ большая серебряная пятифранковая монета. Поз- 
воляется ставить только суммы, кратныя пяти франкамъ. 

Наименьшей ставкой игры фтегёе е+ Ччагтап{е является уже 
золотая монета въ 20 франковъ. 

Сущность игры в” рулетку заключается въ слЪдующемъ. 

На срединЪ стола (черт. 53) находится такъ называемая 
‘рулетка (С). Эта рулетка представляеть изъ себя большую круг- 
лую неглубокую деревянную чашку, на днЪ которой вращается 
торизонтальный кругъ, раздЪленный ращусами на 37 секторовъ; 


ЕН 


Рис. 53. 


секторы окрашены поперем$нно въ черный и красный цвЪть. 
По краямъ круга размфщены въ н$которомъ, весьма тонко об- 
думанномъ безпорядкЪ, всЪ числа отъ 0 до 36, такъ что каждому 
‘сектору соотвЪтствуеть одно число. 

Около каждаго стола находится восемь служащихъ при ру- 
леткЪ, такъ называемые крупье; мфста, которыя они занимаютъ 
‘около стола, обозначены буквой Л на`чертежЪ. 

По обЪимъ сторонамъ стола открываются ящики А и В, пред- 


‘ставляюще кассу банка. Ежедневно утромъ въ. каждый столь 


зкладывается 200000 франковъ. 
Для ставокъ, на зеленомъ сукнЪ, покрывающемъ столъ, нарисо- 
заны желтой краской фигуры, обозначенныя на рисункЪ буквой Е. 
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Въ началЪ каждой игры одинъ изъ крупье, выкрикнувъ: «Мез- 
зеитз, аЦез уоз |еих» (господа, дЪлайте ваши ставки), при- 
водить горизонтальный кругъ съ секторами во вращене и 
въ тоть же моментъ въ противоположномъ направлен!и бросаетъ. 
въ чашку маленьк шарикъ слоновой кости. Скоро кругъ и 
шарикъ останавливаются, при чемъ шарикъ оказывается по- 
павшимъ на одно изъ чиселъ, расположенныхъ по краю круга. 
Это число считается выигравшимъ, т.-е. тотъ, кто поставилъ 
свою монету на это число, выигрываетъ. Ставки, поставленныя. 
на остальныя числа, банкъ береть себЪ, какъ проигранныя. 

Если не считать нуля (2его), то половина всЪхьъ 36 нуме- 
ровъ соотвЪтствуеть «чернымъ» (по!йг) секторамъ, половина же 
«краснымь» (тоц8е); половина нумеровъ состоитъ изъ «четныхь» 
(райт) чиселъ, половина изъ «нечетныхь» (Ипра1г); половина изъ. 
«ниэкнихь» (тапаце) нумеровъ, т.-е. отъ | до 18, половина изъ. 
«верхнихь» (раззе), т.-е. отъ 19 до 36. 

Поэтому, если выигрываетъ, напримЪръ, нумеръ 34, то крупье 
выкрикиваеть такъ: «34, гоцре, рае еф раззе». 

‚ Можно ставить монету на одинъ только нумеръ; можно ста- 
вить и на нфсколько сосЪфднихъ нумеровъ (на два, три, четыре 
и шесть). 

Ставка на группу нумеровъ обозначаетъ, что ставяцИй полу- 
чаеть выигрышъ при паден!и шарика на одно изъ чиселъ этой 
группы. 

Очевидно, что, чфмъ на большее число нумеровъ монета по- 
ставлена, тфмъ вфроятность выигрыша больше. 

Такъ, напримЪръ, на краю фигуры существують клФтки, обо- 
значенныя 


Р\з, Ми», О; а; 

Р.› обозначаетъ «ргепаёге доихалте» (первая дюжина), т.-е. числа. 
оть 1 до 12; М,, обозначаеть «4оизе тёеи» (средняя дюжина), 
оть 13 до 24; О,, обозначаеть «4егтаеге 4оизолте» (послЪдняя 
дюжина), отъ 25 до 36. 

Подъ каждой изъ вертикальныхъ колоннъ нумеровъ на-- 
ходятся пустыя клЪтки, соотвфтствующ!я числамъ этой ко- 
лонны. 


— 265 — 


Самая большая вфроятность выигрыша соотвфтствуеть такъ 
называемымъ «сйапсез зипр!ез» (простымъ шансамъ), когда мо- 
нета ставится на 18 нумеровъ. Туть возможны шесть комби- 
нащй: 1) черный, 2) красный, 3) четъ, 4) нечетъ, 5) верхний, 
6) нижний. 

Для этихъ комбинащШй имЪфются по бокамъ болышя клфтки: 
публика боле охотно ставить на эти комбинащи, всл$д- 
ств!е наибольш®й вЪроятности выигрыша. 

Правила игры таковы, что въ случаЪ выигрыша, кромЪ ставки, 
поставленной игрокомъ на извЪстную комбинацо, банкъ при- 
плачиваетъ этому игроку отъ себя, какъ выигрышъ, нъкоторую 
сумму, кратную ставкЪ. Ниже помфщена таблица выплачивае- 
мыхЪ суммъ. 


Число нумеровъ, на кото- Выплачиваемая сумма. 
рые поставлена ставка а. 


Зба 

1За 

12а 
Эа 
ба ` 
За 
24а 


ом ьъоь- 


-— ыы 


Легко убЪдиться, что такой расчеть при выплатЪ дЪлаеть. 
рулетку игрой обидной для публики въ пользу банка. 

Если бы не было нумера «нуль», то игра при вышеприведен- 
номъ расчетЪЬ выигрышей была бы безобидна. 

Примемъ ставку за единицу и вычислимъ математическое. 
ожидан!е выгоды банка на каждой ставкЪ игрока. Пусть ставка 
поставлена на одинъ нумеръ, напримЪръ 31; очевидно, что 
банкъ выигрываетъ 1, когда выходитъ одинъ изъ 36 нумеровъ, 
(0,1, 2,...30, 32, ... 36), вЪроятность чего будетъ =. Значитъ,. 
математическое ожидане выигрыша банка будеть 1=52 
Банкъ проигрываетъь 35 при выходЪ нумера 31, вфроятность 


чего есть значитъ, математическое ожидане проигрыца 


т. 
37’ 
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36 35 1 
37—87=87’ Т.-е. поло- 


5 
банка будеть -.. Получится въ общемь 


экительное математическое ожидан]е. 
Ясно, что математическое ожидане игрока, поставившаго 


на одинъ нумеръ, будеть отрицательнымь числомъ —> такъ 


какъ выигрышъ банка есть проигрышъ игрока и обратно. 
При ставкЪ на два нумера математическое ожидане выигрыша 


35 
банка будетъ 57, а проигрыша 17. = и математическое ожи- 
35 1 
дан!е банка опять выразится Тфмъ же числомъ 57 —17*2> = =57° 


. 7 
Вообще, получается математическое ожиданзе 57 При всЪхъ 


комбинащяхъ, за исключенемъ простыхъ шинсовъ, такъ какъ 
при простыхъ шансахъ существуеть одно добавочное правило 
игры, уменьшающее, какъ оказывается, на половину математи- 
ческое ожидан!е банка. 

Указанное добавочное правило состоить въ слЪдующемъ. Пусть 
ставка а поставлена на красный цвЪтъ. Если выходить «нуль», 
т> ставка остается подъ арестомъ (еп рИзоп) до слЪдующаго 
удара, при чемъ при выходЪ краснаго цвфта ставка возвра- 
щается игроку и забирается банкомъ при выходЪ чернаго цвЪта. 
При вторичномъ выходф «нуля» ставка остается подъ арестомъ 
до слЪдующаго удара и т. д. 

На этомъ обстоятельствЪ основано новое правило игры, поз- 
воляющее игроку, поставившему на простой шансъ, взять при 
вВЫХОДЪ «нуля» назадъ половину ставки, не дожидаясь слЪдую- 
щаго удара. 

Существуетъ еще одно весьма важное правило игры, состоящее 
въ установлен!и предфла для ставокъ (т!13е тахипит). Это 
правило состоить въ томъ, что банкъ не выдаеть болЪе 6000 фран- 
ковъ отдьльному игроку на его ставку. Отсюда вытекаеть, 


что нельзя ставить болЪе 6000 на простой шансъ, болЪе 3000 


00 


(=>) на дюжину, боле 1200 (=°5 на шесть нумеровъ ит. д. 


Этимъ правиломъ банкъ обезпечиваеть себя оть такъ назы.. 
ваемой системной игры. 

Представимъ себЪ очень богатаго человЪка, который будеть 
играть такъ: поставить монету въ 5 франковъ на простой шансъ, 
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если проиграетъ, то поставить удвоенную ставку 10 франковъ 
на этоть же шансъ, если проиграетъ, то поставитъ учетверенную 
ставку 20 франковъ на тотъь же шансъ и далфе будетъ удваивать. 
ставку на тоть же шансъ; тогда, какъ легко замЪтить, при 
первомъ выигрышЪ онъ возвращаетъь назадъ всЪ раньше про- 
игранныя ставки и кромЪ того остается въ выигрышть одной мо- 
неты въ 5 франковь. Откладываетъь выигранную монету въ карманъ 
и начинаеть снова игру съ удвоен1емъ ставокъ. Такъ какъ, 
очевидно, что простой шансъ, напримЪръ красный цвЪФтъ, дол- 

енъ когда-нибудь появиться, то такимъ образомъ получается 
какъ бы вфрный способъ остаться въ выигрыш$. 

Существован!е предфла для ставокъ дЪлаеть такую системную 
игру очень рискованной. 

Въ самомъ дЪлЪф, игрокъ не’ можеть поставить за разъ болЪе 
1200 монетъ; слБдовательно, если онъ начнеть удваивать ставки, 
то его ставки будуть 


1; 2; 4; 8; 16; 32; 64; 128; 256; 512; 1024; 


и больше удваивать онъ не имЪфеть права, такъ что если всЪ 
1] его ставокъ биты, то въ погонЪ за выигрышемъ одной монеты 
онъ проигрываетъь 2047 монетъ (сумма чиселъ ряда). 

Наблюден!е показываетъ (ведутся подробные журналы выхо- 
дящихь нумеровъ, охотно покупаемые игроками), что очень 
часто какой-нибудь простой шансъ не выходитъ подъ рядъ 
15—20 разъ, а потому вЪроятность неудачи системной игры 
значительна. 

Несмотря на рискъ подобной системной игры, часто отдБль- 
ные игроки ее примЪняють съ успЪхомъ. По словамъ одного изъ 
крупье, пришлось бы закрыть рулетку, если бы вся публика 
играла по указанной системъ. 

Указанная нами игра съ удвоен1емъ ставокъ на одинъ и тотъ же` 
шансъ носить назван{е роигзшюте {а спапсе (преслЪдован1е шанса). 

Подъ названйемъ роигзите {[е зазпат1 (преслЪдован!е выиграв- 
шаго шанса) разумЪфется та же игра съ удвоенйемъ ставокъ, 
когда игрокъ ставить на цвФтъ, только что передъ ТЬмМъ вы- 
игравший. Туть игрокъ ожидаеть повторенй1я одного цв$та 
два раза подъ рядъ. 
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Весь вышеприведенный анализъ показываеть, что рулетка 
есть игра обидная въ пользу банка. Милл!оны, выручаемые рУЛЕТ- 
кой, являются фактическимъ подтвержден1емъ теоретическаго вы- 
вода, что игрокъ съ положительнымъ математическимъ ожиданемъ 
можеть выиграть при большомъ числь игръ скольугодно много. 

Итакъ, колоссальные доходы оть рулетки основаны на мате. 
матической организащи самой игры. Во всемъ остАльномъ дфло 
поставлено вполнф корректно, и всь служацйе рулетки про- 
являють полную предупредительность къ публикЪ. 

При организаци игры, очевидно, участвовали серьезные ма- 
тематики, которые обезпечили банку всЪ выгоды и въ полной 
МЪрЪ обезопасили его отъ риска, а потому представляются воз- 
мутительнымь шарлатанствомь всф совЪты относительно спо- 
собовъ вЪрнаго выигрыша. 

Изъ всего вышеизложеннаго вытекаеть совЪть каждому от- 
дъльному лицу не играть вь рулетку. 


Законъ большихъь чисель *). 


Основаемь для всЪфхь практическихъь приложен!й теор1и 
вЪроятностей является теорема, носящая назване теоремы; 
Якова Бернулли или закона большить чисель. 

На основан]и этой теоремы можно указать съ вЪроятностью, 
сколь угодно близкою къ достовфрности, тЪ пред$лы, между 
которыми должно заключаться число повторен!й извЪстнага 
случайнаго событ!я при большомъ числь испытанй. 

Теорема говоритъ, что чиело повторений событля не можеть 
значительно отклониться оть произведенля всъть испытавшй 
на втъроятность собыпия; эта же теорема указываетъ предтьлы, 
отклонендя. 

Для выяснен]я этой важной теоремы, составляющей важнЪйций 
результать теор!и вфроятностей, разсмотримъ прим$ры. 

Положимъ, что мы бросаемъ монету. ВЪроятности появлен{я 


орла или решетки, вычисленныя теоретически, какъ мы уже 


1 
видЪли, одинаковы и равны 5. Бросимъ монету 100 разъ. По тео- 


*) Заимствовано изъ статьи проф. А. В. Васильева «Законы случайнаго и 
математическая статистика», 


ба а: оон оаиьнь 
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ремъь Бернулли, весьма въроятно, что число паден!й на орла 
или решетку будетъ заключаться между числами 33 и 67; слъ- 
довательно, отклонез1е числа паденйй отьъ половины 100 не 
превышаеть 17. Вфроятность такого предсказан1я такъ же ве- 
лика, какъ предсказан!е, что лицо, имъющее одинъ выигрышный 
билетъ, не выиграеть ничего въ предстоящИЙ тиражъ. Пред- 
сказан!е можеть и не осуществиться: лицо можеть выиграть, 
а Число паден!й монеты на 
орла или решетку можеть 
быть больше 67 и меньшез33. 
Но какъ ни одинъ здраво- 
мыслящЙ человЪкъ не ста- 
неть изм$нять своей жизни 
или дълать как!я-либо рас- 
поряжен1я и лишн!я траты 
въ предвидЪн!и выигрыша, 
такъ и мы можемъ считать 
почти несомнЪннымЪъ, что 
число падений монеты, 
напр., на орла будеть за- 
ключаться въ предБлахъь 
67 и 33. 

Увеличимъ число броса- 
НЙ монеты въ 100 разъ, 
т.-е. будемь бросать ее 
10000 разъ. Тогда, по тео- 
рем Бернулли, число па- 
денйй на орла будеть за- 
ключаться между предф- 
лами 5175 и 4825, т.-е. отклоненйе отъ половины будетъ не 
болЪе 175. 

Увеличимъ число бросан!й еще въ 100 разъ, т.-е. будемъ бро- 
сать монету миллонъ разъ. Тогда, при той же ВвЪроятности, число 
будетъ заключаться между предЪлами 501750 и 498250, т.-е. от- 
клонене оть половины милл]она будетъ не болЪе; чфмъ на 1750. 
При ста милл1онахъ бросанйЙ отклонен!е отъ половины будетъь 
не болЪе 17500 и т.д. | 


Яковъ Бернулли: 
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Сопоставимъ теперь два ряда полученныхъ чиселъ. Числа бро- 
сан1й монеты у насъ увеличивались послЪдовательно въ 100 разъ. 
Наибольш1я же отклонен!я были послфдовательно 17; 175: 1750; 
17500 и т.д. Эти отклонен!я хотя и возрастали, но гораздо мед- 
леннЪе; они увеличивались послЪдовательно въ 10 разъ. 

Это обстоятельство иметь громадное значене. 

Ясно, что если мы будемъ разсматривать не абсолютныя цифры. 
отклоненйй, а ихъ отношен1я къ общему числу испытанйй, 
мы будемъ получать все меньшя и менышя дроби. Наибольшие 
отклоненйе при 100 испытаняхъ не превышаеть 179/› общаго 
числа испытанйй; при 1000 оно уже не превышаеть 1,7°/.; при 
1000000 не превышаеть 0,17°/, и, наконецъ при 100000000 не. 
превышаетъ 0,0179/.. 

По МЪръЪ увеличен!я числа бросанйй монеты отношен!е числа 
паден!й монеть на орель къ общему числу паден!й стремится 


5, т.-е. къь вЪроятности паден на орелъ, а отношен!я 
отклонен!я числа паденй на орелъ отъ точной половины, числа 
паден!й къ общему числу паден!й дЪлается все меньше и меньше, 
и можеть быть сдфлано сколь угодно малой дробью. 

Отсюда вытекаетъ замЪчательное слЪдстве. 

Если производить посл$довательно два ряда бросан!й монеты, 
заключающихъь каждый весьма большое число такихъ бросанйй, 
то мы можемъ ожидать поразительной правильности. Отношен1я 
числа паден!й на орелъ къ общему числу паденйй будутъ почти 
равны, и чЪмъ больше будутъ числа испытан!й, тфмъ ближе къ ра-. 
венству будутъ эти отношен1я. у 

Во всЪхъ случайныхь явлен!яхъ, происходящихъ отъ сово- 
купности многихъ причинъ, какъ постоянныхъ, такъ и перемЪн- 
ныхъ, Мы замЪчаемъ именно эту правильность, которая и со- 
ставляетъ законь случайныхь явленй, доказываемый а рйой по- 
средствомъ математическаго анализа въ теор!и вЪроятностей. 

Большя числа поправляютъ случай и наблюден!я надъ боль- 
шимъ числомъ явлен!й; массовыя наблюден1я открывають нёмъ 
правильность даже тамъ, гдЪ съ перваго взгляда ея не мо- 
жетъ быть. 

Законъ большихъ чиселъь можно еще иллюстрировать слЪдую- 
щимъ сравнен1емъ. 


къ дроби 


яБтятттттттитттУяиняввЬььк—г—к—к—г—=г—=ю—=—=—а=аюЮаЫаПЫыа=аЫа:А:==:=:::,,З—д———д_—д——-—=< ии д_———ы— 
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Дождь, падая на какую-либо горизонтальную поверхность, 
смачиваеть ее равном$рно. Каждая капля падаеть семостоя- 
тельно и случайно. Могло бы, казалось, случиться, что на ту или 
другую малую часть поверхности не попадетъ ни одной капли 
или очень мало. Однако этого пикогда не случится. Такова 
сила большихъ чиселъ. 

Значен!е теоремы Бернулли не ограничивается тЪмъ, что она 
доказываеть а рйот! необходимость правильности въ повторен!и 
случайныхь событЙ. Она даеть также возможность провфрять 
вЪрность нашихъ предположен!й относительно вЪроятности слу- 
чайнаго событЯя. 

Понят!е о математической вЪфроятности всякаго случайнаго. 
событ1я заключаеть въ себЪ субъективный элементь. Говоря, 
напр., объ опредЪленй!и математической вЪроятности паден!я 
игральной кости на ту или другую грань, мы предполагаемъ, что 
она однородна и геометрически правильна. На самомъ же дЪлЪ 
кость всегда н$Фсколько несимметрична и неоднородна и вслфд- 
ств!е этого имЪеть большую наклонность падать на какую-либо 
одну грань, что и проявляется на опытЪ. Поэтому, если отклоне- 
н1е оть теоретически вычисленной вЪроятности будеть больше, 
ЧЁМЪ то, которое допускается закономъ большихъ чиселъ, то мы 
имЪемъ право съ извфстной вфроятностью заключить о неточ- 
ности теоретическаго вывода для даннаго случая и замнить его 
другимъ, который выразитъ собою такъ называемую объективную 
въроятность, т.-е. въроятность изъ опыта (а розеног!). 

Объективную вфроятность, обыкновенно, вычисляють въ слу- 
чафЪ, если математическая вЪроятность не можеть быть вычис- 
лена въ силу большого числа сложныхъ и трудно учитываемыхъ 
обстоятельствъ. 


Страховая математика *), 


Одно изъ благодЪтельнЪйшихъ приложен!й теор!и вФроятно- 
стей есть всякаго рода страхован\я, какъ-то: страхован!е жизни, 
страхованйе на дожит!е, страхован!е оть огня, сть увЪч и 


*) Главнымъ матер!аломъ при составлен!и этой статьи служила книга 
Граве. (См. библ. указатель.) 
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вообще оть разныхь несчастныхъ случаевъ, могущихъ встрЪ- 
титься въ жизни человЪка. Съ этою же цБлью устраиваются раз- 
нообразныя пенс1онныя кассы для вдовъ и сиротъ, а также на 
случай старости и утраты трудоспособности. 

Мы разсмотримъ здфсь вкратцЪ страхован!е жизни. 

Для лучшаго уясненйя разсмотримь слБдующй примЪръ. 
Пусть н$Фкоторое лицо страхуетъ свою жизнь въ страховомъ 
обществЪ; это значитъ, что общество береть на себя обязатель- 
ство немедленно выплатить наслЪдникамъ этого лица въ случаЪ 
смерти послфдняго, нфкоторый капиталъ. Съ своей стороны 
лицо, страхующее свою жизнь, обязывается вносить пожизненно 
въ общество нфкоторую ежегодную сумму въ а рублей. 

Лицо, застраховавшее свою жизнь, называется страхователемь, 
а общество —страховщикомь. 

Ежегодный взносъ страхователя въ общество называется стра- 
ховой премей. Договоръ оформливается документомъ, носящимъ 
назван!е страхового полиса, и выдается страховщикомъ стра- 
хователю. Въ случаЪ смерти послфдняго наслЪдники предъя- 
вляють полись въ общество и получаютъ. застрахованный 
капиталъ. 

Указанный нами договоръ называется страхованйемъ на случай 
смерти. 

Вторая форма страхован!я — страховане на дожипие, имъетъ 
въ виду получен!е страхователемъ застрахованной суммы по до- 
стижен!и имъ опредленнаго возраста. 

Въ статьЪ «О безобидности игръ» было сказано, что подъ игрой 
въ теор!и вфроятностей разумфютъ всЪ тЪ обстоятельства, ко- 
торыя, при появлен!и нфкоторыхъ случайныхъ событ, способ- 
ствують переходу извЪстной суммы денегь оть одного игрока 
къ другому. 

Исходя изъ этого опредфлен1я игры, мы зам5чаемъ, что страхо- 
ван!е есть не что иное, какъ игра. Въ самомъ дЪлЪ, вносимая 
ежегодно страхователемъ опредЪфленная сумма есть событе не- 
достовЪрное, такъ какъ эта сумма уплачивается, пока живъ 
страхователь, а онъ можеть умереть въ любой моменть; вЪроят- 
ность уплаты страховой прем!и дфлается тьмъ меньше, чЪмъ 
старше страхователь. 
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Но и наслЪдники не могутъ сказать достовЪрно, когда они 
получать застрахованный капиталъ, такъ какъ тоже не знаютъ 
момента смерти страхователя. | 

Итакъ, изъ сказаннаго  слЪдуеть, что переходъ денежныхъ 
суммъ оть страхователя къ страховщику и обратно совершается 
при обстоятельствахъ ‚нодостовЪрныхь, а это и показываетъ, что 
страховка есть игра. 

Если такъ, то къ страховымъ операц1ямъ долженъ быть при- 
мЪненъ принципъ безобидности. Въ противномъ случа, при отри- 


‘цательномъ математическомъ ожидан!и и при увеличен!и числа 


операщй, общество неизбЪжно придетъь къ банкротству. Если же 
допустить для общества положительное математическое ожидан!е 
(а для гражданъ, слфдовательно, отрицательное),. то общество 
будеть обогащаться на счеть населемя и въ ущербъ по- 
слЪднему. 

Для опредфлен|я страховой премйи а, согласно требован!ю 
безобидности игры, необходимо установить вФроятность страхо- 
вателю дожить до уплаты какой-либо изъ этихъ премй. Если, 
напр., жизнь страхователя была застрахована въ возрастЪ 30 ЛЪТЬ, 
то необходимо опредфлить вЪроятности того, что страхователь 
доживетъ до 31, 32, 33 ит. д. ЛЬТЪ. 

Так!я вфроятности и вычисляются по особымъ, спещально для 
этого составленнымъ таблицамъ, называемымъ таблицами смерт- 
ности. 

Эти ‘таблицы составляются на основани статистическихъ 
данныхъ. И 

Признан!е возможности составлен!я таблицъ. смертности есть 
первый основной принципъ страховой математики. 

Второй основной принципъ` состоить въ примЪнен!й правила 
учета по сложнымъ процентамъ всЪхъ суммъ денегъ къ одному 
и тому же времени. | 

Трет!й принципъ состоитъ въ томъ,‚ что учеть къ опредфленному 
времени. суммъ, получаемыхъ въ разные сроки, примЪняется не 


только къ суммамъ, получене которыхъ достовфрно, но и къ мате- 


матическимь ожидан!ямъ суммъ случайныхъ. 
Мы сказали раньше, что сдЪлка должна быть математически 
безобидна, т.-е. математическое ожидан!е выгоды страховщика 
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должно равняться нулю. А это значить, что математическое 
ожидан!е его прибыли должно быть равнымъ математическому 
ожидан!ю его убытковъ. 

Математическое ожидан!е прибыли страховщика равно, оче- 
видно, современной стоимости премй, которыя должны быть 
получены, а такъ какъ прем!и уплачиваются впередъ въ началь 
каждаго года, то это математическое ожидан!е можеть быть 
точно указано. 

Подсчетъь же математическаго ожидан!я убытковъ произвести 
довольно трудно, такъ какъ неизвфстенъ моментъ смерти страхо- 
вателя, а потому нельзя и провести точнаго учета къ моменту 
заключен!я сдЪлки объ уплатф наслфдникамъ капитала’. Отсюда 
ясно, что задача безобидности неопредфленна; опредЪленною 
она становится лишь при допущен!и, что страховщикь обязанъ 
уплатить застрахованный капиталъ лишь въ концф и-го года отъ 
заключен я сдфлки, если страхователь умеръ въ срединЪ этого 
п-го года. Тогда математическое ожидане убытковъ можеть 
быть подсчитано точно, а слЪдовательно, изъ равенства матема- 
тическихъь ожиданйй прибыли и убытка можеть быть вычислена 
и прем1я, которая въ этомъ случаЪ носить назване пеЙо-преми. 

Допущен!е, что застрахованный капиталъ уплачивается: на- 
слфдникамъ въ концф года, уменьщаетъ, конечно, размЪръ 
премйи а. Поэтому на практикЪ обыкновенно принимаютъ, что 
смерть страхователя, а слЪдовательно, и уплата застрахованнаго 
капитала наслЪдникамъ, приходится точно въ серединЪ года. 

Такой расчетъь основанъ на томъ, что число приходящихся 
на (первую половину года случаевъ смерти при большомъ числь 
страхователей приблизительно равно числу случаевъь смерти 
во второй половин. Но въ виду того, что страховое общество 
несеть расходы (на жалован!е служащимъ, на наемь помъщенй 
ит.д), то къ пеЙо-прем!и прибавляется нЪкоторая сумма, послЪ 
чего опредфляють окончательную сумму преми. Ее и платить 
фактически страхователь. Эта прем!я называется би 0-премля. 

Разм5ры Бгию-преми или, другими словами, дЪйствительные 
тарифы страхового учрежден!я устанавливаются до извфстной 
степени произвольно, въ зависимости отъ конкуренц!и, а также 
спроса и. предложен1я. 
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Въ случаЪ конкуренц!и общество понижаетъ тарифы, ‚но на- 
столько, чтобы они не были, конечно, ниже пе о-прем1й (иначе 
общество потерпить убытокъ), а потому общество должно знать 
точно размЪръ этихъ пебо-премй. Для этого же необходимо 
имЪть возможно совершенныя таблицы смертности, чтобы по .нимъ 
вычислить в$роятности, соотвЪтствуюця обстоятельствамъ, ко- 
торыя имютъ мЪсто на самомъ дЪлЪ въ средЪ кл1энтовъ. Къ.со- 
жалЪн!ю, у насъ, въ Росси, н-тъ надежныхъ таблицъ смертности, 
поэтому. пользуются нЪмецкими таблицами и вся дФятельность 
страховыхъ обществъ идетъ до нфкоторой степени наудачу. 

Наиболфе совершенныя таблицы смертности существуютъ 
въ Анги, гдЪ многочисленныя страховыя общества ведутъ 
статистику смертности своихъ кл!1энтовъь и такимъ образомъ 
увеличивая наблюден1я, даютъ богатый матер!алъ для составле- 
н1я таблицъ. СлЪдя за выполненйемъ страховой сдфлки обще- 
ства съ какимъ-нибудь лицомъ изъ года въ годъ, мы замЪфтимъ, 
что съ течен1емъ времени вфроятность ‘уплаты страховой преми 
уменьшается, и всЪ шансы переходятъ на сторону ‘страхова- 
теля, такъ какъ при этомъ увеличивается вЪроятность смерти, 
а, слЪдовательно, и уплаты застрахованнаго капитала. 

Отсюда слЪдуетъ, что математическая безобидность сдфлки от- 
клоняется со временемъ въ пользу страхователя. Чтобы пара- 
лизовать это явленйе, невыгодное для страховщика, послфднйй 
дЪлаеть сбережен!я изъ первыхь взносовъ преми и образуетъ 
такимъ образомъ запасный фондъ или резервь. Изъ этого-то 
фонда страховщикъ и покрываетъ свои убытки послЪдняго пе- 
рода сдфлки. Въ практическомъ отношен!и вычислен!е резервовъ 
есть одна изъ наиболЪ$е важныхъ задачъ страховой ‘математики. 


Математическая статистика*). 


Въ`настоящее время все болфе и боле выясняется то громад- 
ное значенйе, которое въ области научныхъь вопросовъ принад- 
лежить основанному на теор!и вЪроятностей статистическому 


*) Заимствовано съ сокращен1ями изъ статьи проф. Васильева. (См. библ. 
указатель.) 
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методу; его техника, руководимая теор!ею вфроятностей, вы- 
рабатывается постепенно въ особую вЪтвь знан!я, въ особую 
науку — математическую статистику. Науку эту можно раз- 
сматривать какъ вЪтвь логики, изучающей всЪ методы, кото- 
рыми человЪческй умъ пользуется для пр1обрфтен1я новыхъ 
иСтинЪ. 

Такъ какъ всЪ выводы теор!и вЪроятностей основываются на 
законЪ большихъ чиселъ и не имфють никакого значеня, если 
будуть относимы къ небольшому числу испытаний, то и стати- 
стическй методъ нуждается въ массовыхъ наблюденяхъ для 
правильности своихъ выводовъ. Только имфя въ статистиче- 
скихъ таблицахъ данныя относительно большого числа одно- 
родныхъ случайныхъ событИ, мы можемъ выводить ихъ объек- 
тивныя вЪроятности и, пользуясь формулами теор1и вЪроят- 
ностей, при измЪнен!и. отношен!я между числомъ фовторен!й 
событ1я и общимъ числомъ испытанйй, — судить о томъ, из- 
мЬнились ли главныя ‘причины, проявляюц!яся въ событии, 
или же замфченное измфненйе упомянутаго отношен!я не вы- 
ходить изъ предЪловъ измЪнен!1я, допустимаго самимъ характе- 
ромъ случайнаго событ1я. Другими словами, можеть ли раз- 
сматриваемое случайное событ1е быть уподоблено типическому 
случайному событю — выходу, напр., шаровъ бЪлаго цвЪта 
изъ урны, заключающей въ себЪ неизмфняющееся въ течен!е 
всЪхъ испытанйй число шаровъ разнаго цвфта и т. п. 

Сравнен!е статистическихъ рядовъ въ томъ видЪ, въ какомъ 
они даются наблюден!ями, съ такимъ типическимъ случайнымъ 
собы\емъ, съ постоянною объективною вЪроятностью, приводить 
къ интересной классификащи статистическихъ рядовъ. Ока- 
зывается, что всЪ статистическ!е ряды могуть быть отнесены 
къ тремъ различнымъ категор1ямъ. 

Въ первую категорю входять всЪ т ряды, въ которыхъ от- 
клоненя слЪдують тому же закону, которому они. слЪдують 
въ типическихъ случайныхь явлен!яхъ съ постоянною объек- 
тивною вфроятностью. Таве статистическ!е ряды называются 
рядами, обладающими нормальною дисперею (разсъянемъ). 

Въ рядахъ второй категор!и, напротивъ, отклонен!я значи- 
тельно больше, какъ- "будто бы въ этихъ явленяхъ дЪйствовала 
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какая-то возмущающая сила, постоянно изм$няющая объективную 
въроятность явлен!я; так!я числа получались бы при выходЪ 
шаровъ изъ урны, если бы въ урну время оть времени подсы- 
пались то бЪлые, то черные шары. Тане ряды называются рядами 
съ сверхнормальною дисперцею. | 

- Наконець, въ массовыхъ явлеНйяхъ третьей категор1и дЪй- 
ствуеть регулирующая сила, направляющая ихъ къ большему 
постоянству, сглаживающая. и уменьшающая ихъ отклонения. 
Таке ряды называются рядами съ диспербею ниже нор- 
мальной. 

° Особенно интересный примфръ рядовъ съ нормальною дис- 
перс!ею представляетъ рядъ, составленный изъ отношен!й между 
числомъ рожден младенцевъ мужского пола и числомъ рожде- 

° НШ младенцевъ женскаго пола. 

г Отношенйе это отличается замфчательнымъ постоянствомъ по 
годамъ, по временамъ года, по странамъ, и можеть быть при- 
близительно выражено отношен!емъь между числами 1063 : 1000. 

Рядами`съ нормальною дисперМею является также большин- 
ство рядовъ криминальной статистики. 

Большое число примфровъ рядовъ съ сверхнормальною дис- 
перс1ею представляеть намъ демографя, т.-е. статистика народо- 
населеня. 

Сверхнормальную диспербю представляеть также отношен]е 
числа выздоравливающихъь отъ эпидемй къ общему чиблу за- 
болЪвшихъ. Обстоятельство это находится, очевидно, въ связи 
съ большею или меньшею силою эпидеми. Напротивъ, въ случаЪ 
тъхъ болЪзней, гдЪ выздоровлен!е зависить преимущественно 

оть ухода, получаются ряды съ нормальною диспераею. 
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‚ Статистичесв Й методъ, какъ видно изъ предыдущихъ при- 
Мфровъ, можеть быть прилагаемъ ‘къ различнымь отраслямъ 
знанйя. Но какъ ни разнообразны могутъ быть приложен!я ста- 
тистическаго метода, есть одна область ‘явлен!й, гдЪ статисти- 
чесий методъ является незам$нимымъ, единственнымъ методомъ, 
дающимъ точныя числовыя данныя. Это — область обществен- 
ныхъ явяенйй. и 
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Но несмотря на то, что область запутанныхъ явлен!й обще- 
ственной жизни чрезвычайно сложна, въ политической экономи 
мы видимъ попытки приложить математическ!й методъ къ тфмъ 
спещальнымь частямъ ея, которыя трактують объ обмфнЪ и 
о денежномъ обращени. Громадная сложность явлен!й обще- 
ственной жизни дфлаеть трудно примфнимымъ въ изучен1и 
этихъ явленй дедуктивный математическй методъ; ‘зато не- 
возможность опыта дфлаеть особенно драгоцфннымъ статистиче- 
скй методъ, а вмЪстЪ съ статистическимъ -методомъ дълается не- 
обходимою и отрасль математики — математическая статистика, 
какъ строй стражъ точности полученныхъ результатовъ. 

Совокупность результатовъ, полученныхъ для науки объ об- 
ществЪ съ помощью статистическаго метода или метода массовыхъ 
наблюден, составляетъ особую вФтвь знан]я, которую-обыкно- 
венно называють статистикою, но было бы правильнфе назвать 
ее сощальною статистикою, подобно тому, какъ уже существуетъ, 
напр., статистика медицинская. 

Изъ сказаннаго выше о цфли массовыхъ наблюдений всякаго 
рода видно, что конечная цфль сощальной статистики должна 
заключаться въ томъ, чтобы изъ наблюден1й надъ массами опно- 
родныхъ общественныхъь явлен!й вывести ‘числовыя данныя, 
характеризующ!я частоту появленйя извЪстнаго сощальнаго 
явлен1я, изучить измЪняемость этихъ числовыхъ данныхъ. По- 
сл$дняя и самая важная цфль статистики состоить въ ТомЪ, 
чтобы проникнуть насколько возможно ‘въ причинную связь 
между различными явленйями общественной жизни. 

Статистика можетъ сдфлать это, группируя извЪстнымъ обра- 
ЗОМЪ свои данныя, изолируя, благодаря такой группировкф, 
одну изъ причинъ и выставляя ея значенйе для разсматривае- 
маго сощальнаго явлен1я. Такъ, для того, чтобы выяснить за- 
висимость самоубйствъ отъ возраста, она должна распред$лить 
данныя ‘относительно самоубйствъ по возрастамъ. | 

‘Выражаясь языкомъ математической теор!и вЪроятностей, мы 
должны сказать, что цфль сощальной статистики должна ‹со- 
стоять въ томъ, чтобы охарактеризовать общественный -орга: 
низмъ возможно ббльшимъ числомъ объективныхъ въроятностей, 
и путемъ сравнен1я различныхъ сошальныхъ организмовъ вы- 
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вести числовыя связи, существующ!я между объективными в%- 
роятностями различныхъ явленйй. 

Не съ одними сравнен1ями встрЪчается соШальная статистика. 
Въ ней замЪфчаются особые ряды, которые носятъ назване эво- 
люторныхъ; примЪфръ такихъ рядовъ представляетъ, напр., во 
всякой прогрессирующей странЪ рядъ, составленный изъ годо- 
выхъ цифръ лицъ, получающихь образоваше, и т. п. Во всфхь 
этихъ рядахъ зам$чается уже не постоянство, а тенденщя из- 
мЪняться въ опредфленномъ направленйи. 

Но и т ряды, которые представляютъ поразительное постоян- 
ство, на ДЪЛЬ также подвергаются «вфковымъ неравенствамъ». 
Эти ряды, какъ продуктъ всего общественнаго строя, измня- 
ются вмфстЪ съ измЪненйемъ самого строя. 

По предмету изслЪдован!й сощальная статистика такъ же 
обща, какъ сама наука объ обществЪ, такъ какъ въ кругъ ея 
изслЪдован!й одинаково входять и важнфиийя явлен!я физ!о- 
логической жизни отдЪльнаго челов%ка, и явленйя хозяйственной 
жизни, и, наконецъ, тЪ явлен!я, которыя обусловливаются раз- 
умно-нравственною стороною человфческой природы. Этимъ раз- 
личнымь сторонамъ челов$ ческой дфятельности соотвфтствуетъ 
раздфлен!е статистики на три главные отдфла: 1). демографля 
или статистика народонаселенйя (наиболфе разработанная и 
наиболЪе пользующаяся помощью математическаго анализа часть 
статистики), 2) экономическая статистика и 3) статистика мо- 
ральная или культурная, изучающая повторяемость престу- 
пленйй, самоубйствъ, дЪятельность школы, благотворитель- 
ности и т. п. 

Совпадая по своему предмету съ другими частями общественной 
науки, сощШальная статистика отличается отъ нихъ по методу. 
Мы видфли, что этотъ методъ заключается въ томъ, чтобы изъ 
наблюден!й надъ массами явлен!й вывести извЪстныя числовыя 
постоянныя, характеризующ!я данный сощальный организмъ, и, 
пользуясь ‘вспомогательными формулами теор!и вфроятностей, 
отличить при измБнен!и этихъ числовыхь постоянныхъ ТЬ, 
которыя происходятъ отъ причинъ случайныхъ, оть тФхЪ, ко- 


торыя указываютъ на измЪнен!я въ строф самого организма. 


Въ этомъ числовомъ методф — преимущество и сила статистики 
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сравнительно съ другими частями общественной науки, и по- 
этому она можетъ развиваться только опираясь постоянно на 
указан!я науки о числахъ — чистой математики. 

Вотъ почему статистика необходимо нуждается въ дополнени: 


‘мы только тогда поймемъ извфстное явлен!е жизни человЪка,, 


когда познакомимся не только съ его психолог!ею, но и съ психо- 
лоНею и жизнью той среды, въ которой онъ жилъ и развивался. 
. Статистика открываеть для общественной науки новый не- 
исчерпаемый источникъ истинъ, позволяеть ей замфнить абс- 
трактныя метафизическ1я понят1я, такъ долго господствовавия 
въ общественной наукЪф, живою водою точнаго математическаго 
знамя, и даетъ возможность при свЪТЪ факела математическаго 


анализа разыскивать причинную связь между общественными 
явлен!ями. 
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